Statistik - Fehlerrechnung - Auswertung von Messungen TEIL I

Vorbereitungskurs F-Praktikum B (Physik), RWTH Aachen

Thomas Hebbeker

® Eindimensionaler Fall:

— Parameterbestimmung - Beispiele [Ubung]

® Mehrdimensionaler Fall:

— Grundbegriffe
— Variablentransformation
— Fehlerfortpflanzung

— Parameterbestimmung (Fit):
* )2
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Definitionen (mehrdimensional)

Wahrscheinlichkeitsdichte von zwei Zufallsvariablen: f(z,y)

Beispiel:

f(x,y)

QDL OOo0D
O=NUPUIOND©

Normierung: 2 T,
EXP(~(X**2+—§**2—X*Y))

/_Z/_if(%@dwdy:l

Eindimensionale Wahrscheinlichkeitsdichten (Projektionen):

fo(z) = /f(w,y) dy fy(y) = /f(w,y) dr



Erwartungswert: (ahnlich: Estimator - Summe statt Integral!)
Po = (T) = //wf(w,y)dwdy

Varianz:

o2 = (@ - m)) = | [(@—pa)? flasy) deody

NEU: Kovarianz:

coVay = (@ — ta) - (4 — ty)) = / / (@ — pa) (y — ) (@, y) dz dy
— (- y) — (@) - (¥)

Korrelationskoeffizient:

Oz Oy

gibt an, wie stark die beiden Variablen ‘korreliert’ sind.
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Beispiel:

Gewicht/Gramm g; und Lange/cm 1; von IN = 12 Schrauben:

g; |34 27 29 31 27 30 35 31 28 28 31 28

l; |63 54 58 59 56 59 69 62 54 56 6.0 55

77 .
6.8 |
6.6 |
6.4 |
6.2
6| .
58 *
561 e,
54
52|
|

26 28 3 32 34 36 33 g4

Hier Naherung:
‘N = 12 ist gro’ (naja...)



Estimatoren:

Vo — (@)? = 0.25
\/1_2 — (1)2 = 0.42

1

— o, = 0.07
/—N g

! 0.12
—o; = 0.
v N

gl —gl

= 0.94

Oq0]



Variablentransformation

Eindimensional:

Gegeben: Verteilung f(ax) (= Wahrscheinlichkeitsdichte)

Variablentransformation: * — v u = u(x)

Gesucht: Verteilung g(u(x))

Erhaltung Wahrscheinlichkeit: g(u)du = f(x)dx

%{.

9(uw) = | f(@) =

1
du/dx

|- f(x)




Beispiel: Winkelverteilung

r=6 (0...m) u=z z = cos 6
dN
—— = f(0) = sin6 - (1 4 cos® )
do
dz ) )
|—| = | sin 8| = sin 6
do
dN
= — - f(0) =1 4 2?
dcos 0 9(2) sin 0 f(9) T
Beispiel: Strahlungsdichte schwarzer Korper
C c
T =v U=A=— — V=-—
v A

pPANT) = 5 - pu(e/A,T)



Mehrdimensional, hier zwei Variable:

Gegeben: Verteilung f(x1, x2)

Variablentransformation: @y, — w1  u; = ui(®y1, x2)
L1y, T2 — U2 Uy = uz(x1, T2)

Gesucht: Verteilung g(uy(x1, x2), us(x1, x2))

ohne Bewels:

L1e L2
g(uy, ug) = |J(—

)| -z, 2)

Uy, U2

L1y L2

J( ) = det(S) = Jakobi — Determinante

U1, U2

8:131 8%2

ouq ouq
S =

8:131 8332

B'U,Q 8u2



Beispiel: Lepton-Nukleon-Streuung

- - — A2 -
T1=x, T2 =Y ur = Q°, us =v

Differentieller Wirkungsquerschnitt:

d*o 5 .
r,y — Q% v ZBZQ/(2MV)
dxdy
Oz Oy 1 0
Q2 Q2 2Mv
S = —
oz oy 1
Ov Ov E

|J| =1/(2MvE)

d’oc B 1 d’oc
dQ?dv 2MvE dxzdy

y=v/E



Fehlerfortpflanzung [fiir ‘kleine’ Fehler!]

Eindimensional:

Gegeben: Messresultat & + Ax

Variablentransformation: € — v u = u(x)

Gesucht: @ + Au

u = u ()
Entwicklung:
du
u(z) = u(®) + ——lo=z - (¢ — T)
dx




Beispiel: Kantenlange und Volumen eines Wurfels

a = (4.0 £ 0.1) cm

dV
V = a® = 64.0cm? AVZ—d .Aa = 3a’*Aa = 4.8cm®
a

V = (64.0 £ 4.8) cm”

Relative Fehler:

AV_3a2Aa 5 Aa

Vv as a



Mehrdimensional (hier zweidimensional):

Gegeben: korrelierte Messresultate 1 £ Az, 2 = Axzy  (Az; = 04,), COVeyay

Kovarianzmatrix = Fehlermatrix:

2
(0 COV
V(a:l, 5132) — 1 iglwz
COVgqao O

Variablentransformation: x1, s — w1, us  u; = ui(xy, 2), Uz = uz(xy, T2)
Gesucht: @1 = Awuq, 1 = Aus und Korrelation

Linearisierung: o N2
(ui(CEl, 332) — ui(wla CIZz))

2 2
~ [auz (331 . wl)} {8'“'% (%2 — .’132)} + 2 gz;’ g::; ($1 — il)(wz — .’,%2)

Dann Bildung der Erwartungswerte - man erkennt die Elemente der Kovarianzmatrix!

Kovarianzmatrix transformiert sich so (ohne Beweis):

ouy duz

8%1 8%1
V(ul, ’U,z) o TT . V(a:l, wz) - T T =

Ouy duy

oxo Oxo



Beispiel: Summe und Differenz zweier Zufallsvariablen

1 und x2 unkorreliert mit Standardabweichung o,,, 04,. Neue Variablen:

Uy = T1 + T2 U_ — 1 — To

2 2 2 2

O-Ccl _|_ O-wz le 0-332 9 2 9

V(iug,u_) = i ) ) ) Oy, =04 =04
O'ml o O-wz a-wl _|_ O-wz

Varianzen o2 sind zu addieren, nicht Fehler o !



Die @; seien unkorreliert, die zugehorigen Fehler bezeichnen wir mit o;. Wir betrachten
eine Variable u = wuy:

a)u =) x;

b) u =) o;x;

c) u = u(x;)




Verallgemeinerung: N Messungen x; der gleichen GroBe:

Mittelwert:

Fehler des Mittelwertes:

1 1 1
szN\/;Aaf: \/N\/N ;Amf

Falls alle Ax; gleich:

1
Ar = — Ax;

VN

Bedeutung: Gesamtgenauigkeit verbessert sich mit der Wurzel der Zahl der Messungen!



Anwendung: gewichteter Mittelwert

Falls Fehler verschieden, benutze gewichteten Mittelwert:

Z w; * Iy 1
w; =
> w; (Ax;)?

r —

minimiert Gesamtfehler (hier ohne Beweis):

(Ax)* =

Beispiel:
x1 = 13.5 1+ 0.4 xro = 13.9 £ 0.2

Ungewichtet: & = 13.70 £ 0.22

Gewichtet: r = 13.82 4+ 0.18 = besser !



x 2-Fit-Methode, unkorreliert, 1-dimensional

N Messungen: x;, y; = o; (gauBisch) o
KEINE Korrelationen zwischen Messwerten Y

) . Pl
Theorie: 1 freier Parameter a

A-posteriori-Wahrscheinlichkeit: ] Theovie

AN 4

L —wi—t@ila)?/2o?)

f(mia yzla) — \/%O'i X

/u minimieren:

N : 2
(y; — t(x;|a))? (Messung - Theone(a))
L(a) = x*(a) = =
(a) = Xx"(a) 1,:21 o? Z Fehler
Estimator fiir a: xX*(a) = X2,

Fehler von a:
x’(a £+ Aa) =x2. +1

Qualitat des Fits: Falls gut: x2. ist x2-verteilt (!) mit Ngos = Zahl Messpunkte N

min

minus Zahl Parameter = N — 1



Beispiel: Temperaturkoeffizient, Folge 1

Unkorrelierte Daten:

820 —
i | T,/K | y;/mm Y [ |
1] 90.4 | 71244 sof - +
21 100.5 | 799 + 6 780 |- |
3| 95.9 | 749+ 2 | ,
4| 90.7 | 711 +3 760 | ‘f
5| 97.7 | 763 L5 | , LA
740 - .
) 720 i ! e
Theorie: y;(T;) <> t(T;|la) = a - T; M
7004545355756 55160 107
Tlk
x 2-Fit liefert:

a = (7.833 & 0.015) mm/K

X°/Ngos = 6.4/4 =1 ok!



x 2-Fit-Methode, korreliert, 1-dimensional

N Messungen: x;, y; = o; (gauBisch)
KORRELATIONEN zwischen Messwerten y;
Theorie: 1 freier Parameter a

A-posteriori-Wahrscheinlichkeit:

x*(a) = Z’wz‘j (y; — t(xs]la)) (y; — t(zxj|a))

Gewichtsmatrix = (w;;) = W = V! V = (v;;) = Kovarianzmatrix

Spezialfall: p;; = 0, alle Messungen unkorreliert:

V = (0‘2) V5 = (i,;j 0'2 Wij; = (i,;j

1 1



Beispiel: Temperaturkoeffizient, Folge 2

Zusatzlicher gemeinsamer systematischer Fehler (gauBisch !) fiir alle Messwerte:

Systematische Fehler (Eichung MaBstab):

Messwerten!

..

2 2

Kovarianzmatrix (modulo Einheiten) und Gewichtsmatrix:

116
100
V =] 100
100
100
x 2-Fit:

100
136
100
100
100

a = (7.83 & 0.10) mm/K

100
100
104
100
100

100
100
100
109
100

100
100
100
100
125

54.7 —3.5 —31.2

W 3.5 26.2 —13.9
— | —31.2 —13.9 125.3
0.001 —13.9 —6.2 —b55.4
5.0 —2.2 —19.9

Systematik dominiert!

oc.=10mm (=1.3%)

X°/Naos = 6.2/4

—13.9
—6.2
—55.4
86.5
—8.9

100%-ige Korrelation zwischen allen

—5.0
—2.2
—19.9
—8.9
36.8



x 2-Fit-Methode, unkorreliert, n-dimensional

N Messungen: x;, y; & o; (gauBisch)
keine Korrelationen zwischen Messwerten
Theorie: L freie Parameter q;

1
.f(wiv yila'la"'aaL) — \/%O'i

. e_(yi_t(milalr"vaL))z/(z 0'3)

N (y; — t(xs]ar))?
Xz(al) _ Z(yz t(f.g |ai))

Estimator fiir Vektor (a;): MINIMUM von x? (= x2..)

Fehlerkontur von (a;):
X" = Xmin + AX*(CL, L)

min

Achtung: a; sind i.a. korreliert !



e
XM

L | 68% 90% 95%
1 | 1.00 270 3.84
2 | 230 461 5.99
3 | 353 625 7.82
4 | 472 778 9.49
5 | 589 924 11.07
6 | 7.04 10.65 1259
7 | 8.18 12.02 14.07
g | 931 13.36 15.51
9 | 1043 14.68 16.92
10 | 11.55 15.99 18.31

h A
=a, Ay?=1
~ N
= % /
< .
~A WL . 5
) e
e =d
\——"—W- S



0.1

0.08
' 0.06

0.04

0.02

.0.02
0.04

0.06

0.08 |
-0.1

T S BT SN
7.76 7.78 7.8 7.82

PREEUR RS TR S SR T B S S
7.84 7.86 7.88 7.9

A



x 2-Fit-Methode, korreliert, n-dimensional



Zusammenfassung (Teile | + 1I)

Erwartungswerte und Estimatoren
Mittelwert und Standardabweichung
Wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

— GaulB3 < zentraler Grenzwertsatz
— Poisson

— Binomial

_X2

Kovarianz und Korrelation

Variablentransformationen

Fehlerfortpflanzung

Fehler des Mittelwertes

Parameterbestimmung:

— Maximum-Likelihood-Methode
— x2-Methode



