11. Kinematik gradliniger Bewegungen

Kinematik, von dem griechischen Verb kineo = ich bewege, nennt man den grundlegenden
Zweig der Mechanik, der den zeitlichen Ablauf einer Bewegung im Raum durch mathematische
Gleichungen, die sogenannten Bewegungsgleichungen, beschreibt. Die Grundlagen der

Kinematik wurden zuerst von Galileo Galilei formuliert und experimentell nachgewiesen.

Galileo Galilei, 1564 - 1642, war
unter anderem  Professor  flr
Mathematik in Pisa und Padua.
Heute sind jedoch hauptséchlich
seine Verdienste in der
experimentellen  Physik bekannt.
Galilei widerlegte die bis dahin
gelaufigen Irrtimer  Aristoteles.
Durch die  Verknupfung mit
logischen  Erwégungen  konnte
Galilei  Gesetze der  Physik
aufstellen, die bis heute
wegweisend sind. Die bekanntesten
Beispiele sind der Freie Fall,
Tragheit und das Fadenpendel. In
der Astronomie konnte Galilei mit
Hilfe eines von ihm verbesserten
Fernrohrs Mondgebirge und vier
Jupitermonde entdecken.
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Abbildung I1.1: Galileo Galilei.

Nachdem wir in der Einleitung mit der Festlegung der Basiseinheiten Lange und Zeit die
Voraussetzungen geschaffen haben, untersuchen wir nun die Bewegung von Korpern. Dabei
wollen wir zwei Einschrankungen machen:

1. Wir lassen zunéachst die Ursachen fur die Bewegung unbeachtet. Das bedeutet, dass wir nur
versuchen, die Bewegung wie wir sie sehen mit den beiden definierten GréRen zu beschreiben.
Die Ursachen fir die Bewegung werden erst im néchsten Kapitel, Dynamik, betrachtet.

2. Wir beschrénken uns auf die Beschreibung von Koérpern, deren Abmessungen gegeniiber den
von ihnen zuriickgelegten Strecken klein sind. Dafir definiert man den Massepunkt, einen
gedachten Korper, der seine endliche Masse in einem Punkt konzentriert. Tatsachlich haben
natlirlich selbst die kleinsten Korper eine rdaumliche Ausdehnung, die man jedoch unter

bestimmten Gesichtspunkten vernachldssigen kann, wenn man nur die Bewegung ihres
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Schwerpunktes betrachtet. Diese Einschréankung fiihrt zu erheblichen Erleichterungen und wird

erst in einem spéteren Kapitel aufgehoben.

11.1 Skalare und Vektoren

Physikalische GroRen, z.b. die im ersten Kapitel eingefihrte Lange L = {L} o [L] heiRen
Skalare, wenn sie durch nur eine MessgroRe gekennzeichnet sind. Weitere Beispiele sind
Temperatur, Masse oder Zeit. Es gibt jedoch noch viele andere Gréfen in der Physik, die
zusétzlich durch eine Richtung im Raum beschrieben werden missen. Diese GréRen werden am
besten durch Vektoren beschrieben. Bekannte Beispiele sind hier Geschwindigkeit, Kraft oder
Verschiebungen.

PZ
Als einfachstes Beispiel sei eine Verschiebung dargestellt von Punkt
P, nach Punkt P,;

Dargestellt wird die Verschiebung durch einen Pfeil:

Qi

P:

Die Richtung des Pfeils gibt die Richtung der Verschiebung an, die Lange des Pfeils
den Betrag.

Notation I1.1: Den Betrag eines Vektors & schreibt man als|a?1| oder vereinfacht als.

11.1.1 Addition von Vektoren
Fuhrt man zwei Verschiebungen von Punkt P; iber Punkt P, nach Punkt P53 aus, so kann man
die Vektoren addieren. Vektorgrofien in der Physik lassen sich nach den gleichen Regeln

addieren wie eine Verschiebung.

Ps

Die Richtung der addierten Vektoren ergibt sich aus

i+b=¢
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Fur die Vektoraddition gilt das Kommutativgesetz, es gilt also:

a+b=b+a=¢

Der Betrag des resultierenden Vektors lait sich mit Hilfe des Cosinussatzes berechnen:
¢®=a’+ b*+2ab cosa

Als Spezialfall ergibt sich a. = 90° und damit R
¢®=a’ + b +2ab c0s90° ’

& c?=a’+b?

Die Vektorsubtraktion wird analog zur Vektoraddition durchgefiihrt, indem zuvor der zu
subtrahierende Vektor mit negativem Vorzeichen versehen wird. Der Betrag &ndert sich dann

von ain - a, die Richtung dreht sich um 180°.

Oy
1
g

Qy

Drei oder mehr Vektoren werden addiert, indem man zunachst zwei Vektoren addiert und den

resultierenden Vektor zu dem dritten Vektor erneut addiert, und so fort.

11.1.2 Addition von Vektoren in Koordinatendarstellung
In einem Bezugssystem, wir wollen uns hier zundchst auf rechtwinklige karthesische
Koordinatensysteme beschranken, kann ein Vektor als Summe der einzelnen Komponenten

langs der das System aufspannenden Achsen geschrieben werden.
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l} Hierzu definiert man Einheitsvektoren langs der
Achsen. Die Einheitsvektoren haben den Betrag 1

und stehen jeweils senkrecht aufeinander.

éz = —\3
// P . . . - _ é
Definition 11.1: Einheitsvektor & A
----------------- , ———=-. Jeder dreidimensionale Vektor kann in diesem
; e z&
: yo 2

System dann dargestellt werden in der Form

a=ay,+a, +a,=

! ay € +ay -y +a,; g

/'/Abbildung 1.2: ! Einheitsvektoren

Notation I1.2: Ein Vektor wird mit &= (a,, a,, 8,) komponentenweise geschrieben.

Merke: Die Lénge eines Vektors in Komponentenschreibweise 1&8t sich berechnen aus:
d=a=,/af +a) +a’

2-Richtung In Koordinatenschreibweise werden

Vektoren komponentenweise addiert
oder subtrahiert.
1; Die Addition von zwei Vektoren

ergibt dabei wieder einen Vektor.

d+b=¢  mit

______ o~ - Richiung

————— e

=
Abbildung I1.3: komponentenweise Addition von Vektoren

Beim Wechsel des Koordinatensystems andern sich die Komponenten a;, b;, ¢;, nicht aber die

Lage der Vektoren, bund ¢im Raum.
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11.1.3 Skalarprodukt und Kreuzprodukt
Das Punkt- oder Skalar-Produkt zweier Vektoren ist ein Skalar. Man kann es entweder aus den
Komponenten oder aus den Betrdgen der beiden Vektoren und dem eingeschlossenen Winkel

berechnen.

.b=a-b-cos(d,b) istein Skalar

sbl}

Merke:

'5=a1b1+a2 b2+a3 b3

sbl}

Betrachten wir wieder den Sonderfall, dann folgt:
i-b=a-b-0=0
oder mit a = (a,0,0) und b= (0,b,0):
d-b=a-0+0-b+0-0=0

Das Vektor- bzw. Kreuzprodukt zweier VVektoren ist ebenfalls ein VVektor. Dieser Vektor € steht

senkrecht auf VVektor @ und.

Notation 11.3: Das Vektor- bzw. Kreuzprodukt schreibt man als ax b =.

Der Betrag des Kreuzproduktes wird ebenfalls aus den Betragen der einzelnen Vektoren und

dem eingeschlossenen Winkel berechnet.

|E|=c=a-b-sin(é,6) B I
x

Um die Richtung des Vektors C zu ermitteln, missen die

Vektoren komponentenweise wie folgt berechnet werden:

axb= (ab,-ah,) &,

+ (a;hx - asb,) €y

+ (aby -aby) €, ‘BxA

Abbildung I1.4: Kreuzprodukt

Merke: @xDist ein Vektor, der auf den beiden Vektoren a und b senkrecht steht:

cla.
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Merke: Das Kreuzprodukt ist nicht kommutativ. Es gilt:

axb =-(bxa)

11.1.5 Differentation und Integration von Vektoren
Wie aus der Analysis bekannt, wird bei der Differentation der Grenzwert des Intervalls

zwischen zwei Punkten, hier z.b. Ortsvektoren, gegen Null gebildet.

dr l AT
= = imE
dt  at—0 At
P T, -7
o T jimh
dt a0 At
PN dr I (XZéx + yZéy + Zzéz) _(Xléx + yléy + Zléz)
—— = 1m
dt A0 At
- dar i ((Xz —Xq)8 + (Y2 Y1)y + (2, - Zl)éz)
— = 1m
dt A0 At
- dr i Axé i Ayé i Azé
—Q— =1m—-_— m-—-— m—-——
dt A0 At Ats0 At Y Ath0 At C
- dr i dxé i dyé+|_ dzé
—Q— =1m - m—- m—-
dt  atsodt © atsodt Y atsodt

Merke: Vektoren werden komponentenweise differenziert, das Ergebnis ist ein Vektor.

i—d—Xé +ﬂé +%é
dt dt X dt ¥ dt ?

Die Umkehrung der Differentation ist die Integration:
I=[9(t)dt = &, [ v, ()dt + &, [v, ()dt +&, [ v, (t)dt

Auch hier gilt:

Merke: Vektoren werden komponentenweise integriert, das Ergebnis ist ein Vektor.

Iy = Jvy(t)dt 5 1y = [vy(t)dt; 1, = [v,(t)dt
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11.2 Ortsvektoren

Um den von einem Massepunkt zuriickgelegten Weg beschreiben zu koénnen, muss man
zunachst einen Bezugspunkt definieren. Relativ zu diesem Bezugspunkt dndert der Massepunkt
seine Position im Raum. Der Bezugspunkt wird dabei zunéchst als im Bezug zur Erdoberflache
ruhend angenommen und so gelegt, dass die Bewegung des Massepunktes mdglichst einfach zu
beschreiben ist. Meistens legt man dazu den Bezugspunkt in den Ursprung eines
Koordinatensystems. Dieses System wird unbewegtes Bezugssystem genannt. In einem so
gewahlten System sind sowohl Nullpunkt als auch Basisvektoren zeitlich konstant. Im
Folgenden liegen den Beschreibungen stets unbewegte Bezugssysteme zugrunde, bewegte
Bezugssysteme erfordern eine gesonderte Behandlung in Kapitel 11.6 Relativbewegung.

Die Lage des Korpers kann dann z.b. durch die karthesischen Koordinaten x,y,z flr jeden
Zeitpunkt angegeben werden. Der Zeitpunkt wird mit der reellen Variablen t bezeichnet.

Der Vektor, der zu einer festen Zeit t den Ort des Massepunktes beschreibt, heilst Ortsvektor.

Dieser Vektor ist bei Bewegungen immer eine Funktion der Zeit und wird deshalb mit 7(t) oder
X(t) bezeichnet. Im 3-dimensionalen Fall besteht der Ortsvektor aus drei Komponenten:

F(t) = (x(1), y(1), z(1)) .

Notation I1.4:  Wenn es nicht explizit gesagt wird, liegt im Folgenden immer ein

karthesisches Koordinatensystem zugrunde, bei dem die x-Achse parallel zur

Erdoberflache und die y-Achse senkrecht dazu steht.

Im Gegensatz zu den bisher allgemein diskutierten Vektoren sind die Ortsvektoren an einen
Punkt im Raum, den Ursprung gebunden. Der Differenzvektor zweier an den Ursprung
gebundener Ortsvektoren @ndert sich nicht, auch wenn die anderen beiden Vektoren in ein

anderes Koordinatensystem transferiert werden.

Merke: AT =T, —T; andert sich bei einem Wechsel des

Koordinatensystems nicht, wohl aber 7; und.
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3-Achse Unter einer Bahn
* (auch Bahnkurve
oder Trajektorie
genannt) versteht
man eine Funktion
F(t)  bzw. X(t)
deren Endpunkt die
gewdinschte

Bahnkurve

= 2-Achse beschreibt.

Ziteat) Zur Beschreibung

/ einer Bewegung in

/ \;Ghnku,ve einer Ebene geniigen
1-Achse \\ zwei  Koordinaten,
die Bewegung langs

Abbildung 11.5: Bahnkurve ciner Geraden kann

mit einem  Skalar

beschrieben werden.

11.3 Geschwindigkeit

Betrachten wir zunéchst als Beispiel einer beliebigen Bewegung den eindimensionalen Fall: die
gradlinige Bewegung langs der x-Achse.

Der Ort des Massepunktes wird
nur mit dem Skalar x beschrieben.
Dargestellt werden soll die
Bewegung des Massepunktes in
seiner zeitlichen Abfolge. Dazu
wahlen  wir ein  Ort-Zeit-
Diagramm. Aufgetragen wird an
der Abszisse die Zeit und an der
Ordinate der Ort.

1

Abbilddng 11.6:1@rt-Zeit-Diagramin
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Merke: Bei Erstellen von Zeit - Diagrammen wird, soweit nicht anders vereinbart,

die Zeit stets auf der Abszisse abgetragen.

Der Weg wird vom Ausgangspunkt X, zur Zeit t, an gemessen. Dabei ermittelt man
verschiedene Wertepaare Xy(t;), X»(t,) und so fort.

Nun Uberlegen wir, wie schnell der Massepunkt sich bewegt hat. Dazu betrachten wir zunéchst
zwei Bahnpunkte. Die Differenz der zwei Wegstrecken x; und X, ist die Entfernung, die der
Massepunkt zurtickgelegt hat. Er hat dazu die Zeit t, - t; gebraucht.

Wir definieren seine Geschwindigkeit als zuriickgelegte Strecke pro dafiir gebrauchter Zeit.
Diese Geschwindigkeit ist abhéngig vom Zeitintervall und der Strecke. Berechne ich die
Geschwindigkeit fir ein anderes Intervall, so erhalte ich auch eine andere Geschwindigkeit.
Diese Tatsache ist bereits bekannt: Auf der Autobahn kann ich kurzfristig 150 km/h fahren, und
brauche dennoch inklusive Stadtverkehr tber eine Stunde, um von Aachen nach Kdln zu
gelangen. Aus diesem Grunde sprechen wir von einer mittleren Geschwindigkeit und

bezeichnen sie mit vy.

Definition 11.2: Die mittlere Geschwindigkeit ist der Quotient aus
zurickgelegter Strecke und daftir bendtigter Zeit:
X2 —Xq

V =
M t, -t

Bedenke:
- Die mittlere Geschwindigkeit ist vom Messintervall abhdngig. Die mittlere Geschwindigkeit
von Punkt X, nach X3 ist im Allgemeinen verschieden.

- Die mittlere Geschwindigkeit entspricht der Steigung der Sekante.

Notation 11.5: Die Differenz zweier physikalischer GroRen bezeichnet man abgekirzt mit A.

Die Differenz zweier Strecken schreiben wir somit ab jetzt als Ax, die der dazugehoérigen Zeiten
als At. Mit dieser Konvention lautet die Gleichung.

Diese Form der Gleichung nennen wir GroéRengleichung. Sie gilt unabhangig von den
benutzten Einheiten. Wenn die Einheiten sich &ndern, &ndern sich auch die MafRzahlen, die

Gleichung bleibt aber erhalten
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Bsp: vy =X —goKM_q KM 457, M
At h min S

Will man die Geschwindigkeit in einem Punkt berechnen, so muss man zunachst die
Streckenintervalle immer weiter verkiirzen, bis man ein infinitisimales Intervall betrachten
kann. Hierzu bildet man den Grenzwert der Intervalle fiir eine Zeitdifferenz, die gegen Null

X, —X . AX X
strebt.  v= lim 2221 = |im == _dx
At—0 t, —t; A0 At dt

Mit diesem Grenzwert berechnet man die Momentangeschwindigkeit. Sie entspricht der
Steigung der Sekante durch zwei infinitisimal nebeneinander liegende Punkte, also der Steigung

der Tangente.

Definition 11.3: Die Momentangeschwindigkeit ist gleich der Steigung der Tangente an

_dx

die Bahnkurve im ausgewahlten Zeitpunkt v = m

Achtung: Diese Definition der
Momentangeschwindigkeit ist
mathematisch problemlos,
physikalisch jedoch etwas
problematischer:

1. Wie bereits in Kapitel | erlautert,

lassen sich theoretisch zwar die

statistischen Fehler minimieren, das

Abbildung I1.7: Momentangeschwindigkeit als t setztaber unendlich viele
Tangente an die Bahnkurve Messungen voraus.

2. Das Aufldsevermdogen der Messinstrumente ermdglicht nicht beliebig kleine Messintervalle.
3. Es gibt eine prinzipielle Genauigkeitsgrenze. Eine genauere Erlauterung dieses Sachverhalts
folgt in der Atomphysik.

Betrachtet man diese Definition im allgemeinen, d.h. 3-dimensionalen Fall, muss die Strecke x

wieder als Vektor behandelt werden: vy, =i—;. Fur die Rechnung ergibt sich dann:
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1. Richtung der Momentangeschwindigkeit: AT — dr. Die Tangente an die Bahnkurve gibt die

Steigung und somit die Richtung in jedem Punkt an.

2. Betrag der Momentangeschwindigkeit:

V]=v=lim—

At—0 At
807+ (ay*) + (a2%)
- At
oy V(@07 + (@) + (d2)?
dt
Al
oSv=—-_
dt

Richtung und Betrag der Momentangeschwindigkeit werden in einem Vektor zusammengefasst:

Definition 11.4: Die Geschwindigkeit ist ein Vektor, namlich die Ableitung

des Ortes nach der Zeit. V:iz (d—Xd—yE)
dt dt dt dt

Notation I1.6: Der Geschwindigkeitsvektor wird, soweit nicht anders vereinbart

V genannt, sein Betrag v.

Die Geschwindigkeit kann also durch Differentation des Ortsvektors ermittelt werden. Die erste

Ableitung des Ortes nach der Zeit ist die Geschwindigkeit. In der Physik wird die Schreibweise

V= ar _ (d_x d_y Ej oftmals abgekirzt:
dt  \dt dt dt

Notation I1.7: v = % wird oftmals als T geschrieben, der Betrag v analog.

Analog kann man aus einer gegebenen Geschwindigkeit den Ort berechnen, indem man den
7 t
Vektor V integriert. Die Umkehroperation zu \7:% lautet folglich: F(t) = [V(t)dt+T,.
to
Um 0ber die Integration des Geschwindigkeitsvektors den Ort zu berechnen, muss also ein
konstanter Faktor r,bekannt sein. Dieser Vektor kennzeichnet den Anfangsort der Bewegung,
also die Verschiebung vom Nullpunkt des Bezugssystems. Durch geschicktes Definieren des

Bezugssystems kann der Anfangsort in den Ursprung gelegt werden.
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Merke: Die Geschwindigkeit eines Massepunktes lai3t sich aus der Bahnkurve tber

Differentation errechnen:; v = % .

Merke: Der Ort des Massepunktes 1aBt sich tber Integration aus der

Geschwindigkeitsgleichung und der Randbedingung T, ermitteln:

T(t) = }V(t)dt +Tp.
to

11.4 Beschleunigung:

Definition 11.5: Die Beschleunigung ist ein Vektor, namlich die Anderung
der Geschwindigkeit mit der Zeit.

é:d_\”/:(dvx dV_yde]
dt ' dt ' dt

Der Beschleunigungsvektor zeigt in Richtung der Geschwindigkeitsdnderung. Beschleunigung
heilt also Anderungen des Betrags der Geschwindigkeit, z.b. gradlinig immer schneller fahren
oder bremsen, oder die Richtung der Geschwindigkeit zu andern, z.b. mit gleichbleibender
Frequenz auf einem Kreis fahren. Der allgemeine Fall beinhaltet natiirlich eine Anderung des
Betrags und der Richtung.

Analog zur Betrachtung der Geschwindigkeit aus der Bahnkurve kann mit dieser Definition die

Beschleunigung aus der Geschwindigkeit errechnet werden.

Notation I11.8: Der Beschleunigungsvektor wird, soweit nicht anders vereinbart,

d genannt, sein Betrag a.

Die Beschleunigung kann also durch Differentation des Geschwindigkeitsvektors ermittelt
werden. Die erste Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit ist die Beschleunigung. Auch

dv, dvy dv,
dt ' dt ' dt

diese Schreibweise a = 2—1’ = ( ] kann oftmals abgekirzt werden:

Notation 11.9: @ = 3—\: wird oftmals als v geschrieben, der Betrag a analog.
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Auch hier kann man aus einer gegebenen Beschleunigung die Geschwindigkeit berechnen,

indem man den Vektor a integriert. Die Umkehroperation zu @ =Z—\: lautet folglich:

v(t) = }é(t)dt +Vp.
to

Um (ber die Integration des Beschleunigungsvektors die Geschwindigkeit zu berechnen, muss
hier der konstante Faktor V, bekannt sein. Dieser Vektor kennzeichnet die
Anfangsgeschwindigkeit der Bewegung. Im Gegensatz zum Anfangsort, der ja in einem
unbeweglichen Bezugssystem als ruhend und damit zeitlich konstant angesehen wird, kann die

Anfangsgeschwindigkeit durchaus eine Funktion der Zeit sein.

Merke: Die Beschleunigung eines Massepunktes 4Rt sich aus der Geschwindigkeit tiber

Differentation errechnen: a = (;—\: .

Merke: Die Geschwindigkeit des Massepunktes I&Rt sich tber Integration aus der

Beschleunigungsgleichung und der Randbedingung v ermitteln:

v(t) = }é(t)dt + Vo (t).
to

Betrachtet man nun die Folgerungen aus Definition 11.3 und Definition 11.4 nebeneinander, so

folgt:

v = =2
Aus &(t) =$ und V() =$ folgt: a(t) =‘;%

Notation 11.10: Die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit wird mit

oo dF?
r=4at) = d—2 bezeichnet.
t

[Merke: Die Beschleunigung ist die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit.]
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11.5 Versuche und Berechnungen zur Kinematik

Betrachten wir im Folgenden eine eindimensionale Bewegung in x-Richtung. Diese Bewegung

14t sich, wie bereits gezeigt, in einem Weg-Zeit-Diagramm darstellen. Gegeben sei nicht die

exakte Bewegungsgleichung, sondern das Weg-Zeit-Diagramm:

x(t) |

-

v(v) |

v=const.

a(t) |

Uber Differentation der
Funktion x(t) kann jetzt die
Funktion v(t) errechnet

werden.

Analog kann mit der ersten
Ableitung der
Geschwindigkeitsfunktion
nach der Zeit auch die
Beschleunigungsfunktion

errechnet werden.

Nimmt man die Funktion a(t) als gegeben, so kann man Uber Integration v(t) und x(t) errechnen.

Als Beispiel:
a(t)~e at)=0 a(t)~-e
v(t) ~ [edt + vq v(t) ~ Vo V(t) ~ [ - edt + vo
dx
v(t) ~ t v(t) ~ v 2t
(t) (t) ~Vvo it
X(t) ~ [tdt + Xo X(t) ~ [Vodt + Xo X(t) ~ [~ tdt + %
X(t) ~ t? X(t) ~ t X(t) ~ - t*
Seite 18 Il. Kapitel: Kinematik

a(t)=0
V() ~vo, V=0

dx

—~0
dt

X(t) ~ Xo
X(t) ~ Xo
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11.5.1 Geradlinige Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit:

Versuch I1.1: Die Luftkissenbahn

Eine Bewegung langs einer Geraden wird gradlinige Bewegung genannt und kann mit dem
Skalar x(t) und t beschrieben werden.

Bei dem Versuch mit der Luftkissenbahn wird auf einer Schiene ein Wagen angeschoben. Bei
einer festen Geschwindigkeit wird der Wagen losgelassen: Da der Wagen auf einer Schiene
gefiihrt wird, andert er seine Richtung nicht. Die Reibung kann vernachlassigt werden; die
Geschwindigkeit ist folglich nach Richtung und Betrag konstant. In gleichen Abstanden
montierte Lichtschranken messen nun die Zeit, die der Wagen benétigt, um die Strecke Ax

zuriickzulegen.
Die Messung ergibt immer gleiche Zeitspannen. Das bestatigt die folgende Rechnung:

Randbedingung: vV = constant
Aus V= d_X
dt

= AX=Atev
= Xp-Xp=(tr-t) eV
= X =(th-t1) e VE X
Das gilt flr die Strecke x; - Xq zZwischen zwei beliebigen Schranken. Also gilt fur alle t:

X=X+ (t-1y) eV

Merke: Das Weg-Zeit-Gesetz fiir die 1-dimensionale gradlinige
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit v lautet:

X=X+ (t-t) eV

Verallgemeinerung fur dreidimensionale Bewegungen mit konstanter Geschwindigkeit:
Die Geschwindigkeit bleibt auch hier in Richtung und Betrag gleich, wird aber als Vektor

v geschrieben. Der Anfangsort der Bewegung ist gekennzeichnet durch den Vektor

?0 = (XOl yOl ZO)

Es gilt V= (vx,vy,vz) = constant
und =Y, 2).
Aus ﬂ: \Y;
dt
folgt dann AX=V At A Ay =V At A AZ=V, At
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Die Umformungen von oben flr alle drei Komponenten ausgefuihrt ergibt die Bewegungs-
gleichung flr den dreidimensionalen Fall:

X =Xo+ (t-1p)e vy

Y=Yo+ (t-to) o vy

z2=2+(t-ty) eV,

Merke: Das Weg-Zeit-Gesetz fiir die 3-dimensionale Bewegung
mit konstanter Geschwindigkeit v lautet:

F= ?0+(t't0)c VO

Die eindimensionale Bewegung ist ein Sonderfall der dreidimensionalen Bewegung mit

V= (vX 0,0) und ¥ =(x, 0,0).

11.5.2 Geradlinige Bewegung mit konstanter Beschleunigung:

Versuch I1.2: Freier Fall

Empirisch 148t sich bestétigen, dass auf der Erde alle Korper dieselbe Beschleunigung in
Richtung der Erde erfahren, die Beschleunigung durch die Schwerkraft. Sie wird tiblicherweise
mit g bezeichnet und kann als Skalar beschreiben werden, da sie nur in Richtung der
Erdoberflache, also in y-Richtung wirkt. Als Vektor dargestellt gilt: g= (0, -g, 0). Der Betrag

der Erdbeschleunigung ist g = 9,81 m/ s%.
Gegeben sei also nur a = g = constant. Untersuchen wir nun die Geschwindigkeitsfunktion

eines Korpers im freien Fall langs einer Achse:

v(t) = }a(t)dt +V

to
t
< v()=a-[dt+vg da a(t) = a konstant ist
to
t
& v()=a(t-to)+ Vo , mit [dt=(t-t)

to
Die Geschwindigkeit wdchst also linear mit der Zeit. Die Konstante vy bezeichnet die
Anfangsgeschwindigkeit, die der Korper hatte, bevor er losgelassen wurde. War der Korper zur
Zeit t in Ruhe, also vo = 0 m/s, dann gilt:
v(t) =a (t - to).

Setzen wir die Zeit, in welcher der Korper losgelassen wird, als Anfangszeit der Messung, also
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to = 0 s, dann gilt: v(t) = at + vq.
Diese Funktionen sind jedoch nur Spezialfélle der allgemeinen Ldsung und setzen bestimmte
Randbedingungen voraus.
Aus der Funktion fur die Geschwindigkeit &Rt sich jetzt das Weg-Zeit-Gesetz berechnen:
t
X(t) = [v(t)dt ,mitv(t) =a(t-t) + v
to

S X)) = }[a(t —tg) + Vo dt
to

t t
S X() = ja(t —tp)dt+ jvodt
to to

t
o x(t)= E(t—to)z} V(- tg) + Xo
to

o x(t)=g<t-to)2+v0(t-to)+x0

Diese Funktion ist quadratisch, der Weg nimmt also quadratisch mit der Zeit zu. Die neu
hinzugekommene Konstante bezeichnet die Verschiebung des Anfangsortes vom Ursprung des
Bezugssystems. Durch geschicktes Setzen der Randparameter, t =0, Vo =0 m/sund X, =0 m

kann diese Gleichung in die stark vereinfachte Form

x(t) = %t 2 gebracht werden.

/I\/Ierke: Bei der gradlinigen Bewegung mit konstanter Beschleunigung gilt:\
a 2

X(t) = E(t'to) +Vo (t-1o) +Xo
v(t) =a(t-to)+ Vo

K a(t) = constant /

Damit gilt insbesondere fur den Freien Fall:

Beschleunigung: =-g

Randbedingungen: t;=0s, vo=0m/s und X,=0m

__9.>
X(t)=-=t
® 5
Differentation U v(t) =-gt  Integration mit Randbedingungen
a(t) =-g.
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Bei dem Laborversuch des Freien Falls werden Kugeln verschiedener Grofle, Masse und

verschiedenen Materials eine vorher gemessene Strecke x ohne Anfangsgeschwindigkeit fallen

gelassen. Eine Uhr misst die Zeit, die der Korper braucht, um die Strecke zuriickzulegen.

Aus Xx=- %t 2 kénnen wir eine Gleichung firr die Zeit umformen:  t= ‘/—f ' 2X

Abbildung I11.8: Freier Fall

g
Diese Gleichung hangt nur von der

Konstanten g und der Strecke ab. Der
Versuch bestatigt: Die Fallzeit der Kugeln ist
unabhéngig von GroRe, Masse und Material.
Sie hangt nur von der Strecke ab.

Dieses Ergebnis ist keinesfalls selbst-
verstandlich: Vor allem Kinder vermuten,
dass schwere Kdorper schneller fallen missten
als leichte. Bis zu den Entdeckungen Galileis
Ende des 16. Jh. galt die Vorstellung

B Aristoteles ( 384 - 322 v. Chr.) als richtig,

schwere Kdorper wirden schneller fallen als

leichte.

 Die nebenstehende Abbildung zeigt eine

8l stroboskopische Aufnahme zweier Kugeln

unterschiedlicher Masse und GroRe, die zur
selben Zeit auf gleicher Hohe losgelassen

wurden.

Merke: Alle Kdrper fallen mit derselben Beschleunigung g = 9,81 m/s

unabhéngig von Masse, Grofe oder Material.
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Verallgemeinerung fur dreidimensionale Bewegungen mit konstanter Beschleunigung
Analog kann bei einer dreidimensionalen Bewegung das Weg-Zeit-Gesetz aus einer gegebenen
Beschleunigung und den Randbedingungen errechnet werden. Wie bei der Rechnung flr die
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit gezeigt, kénnen die Komponenten der Vektoren
a=(ax ay, @, ), V=(Vx Vy, v, ) und T=(X, Yy, z) getrennt integriert bzw. differenziert werden.
Die Randbedingungen werden auch durch Vektoren, V= (Vo1, Voo, Vo3 ) Und Ty = (Xo, Yo, Zo ),
beschrieben.

In Vektorschreibweise gilt somit:

(1) = fa(t)du v,

to
t
da a(t) =a konstant =S v(t)=a- [dt+ v,
to
t
mit [ dt = (t - to) o | V(t) = d(t-to)+ Y,
to
t
mit V(t) = a (t-to) + v, folgt F(t)= [v(t)dt
to

s T()= }[é(t —to) + \70]dt
to

t t
o Tt =[alt-to)dt+ [vydt
to to
t

o ()= {g(t_to)ﬂ + Vg (t-t) + T,
to

o | F)= S(t-tg) 2 +Vo(t-to) + T

N | i

In Komponentenschreibweise werden die einzelnen Komponenten a;, v;, X; und von den

Randbedingungen vp; und Xg, Yo bzw. z, betrachtet.

Notation 11.11: x; bezeichnet die i-te Komponente von.
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vi(t) = Jt'ai (t)dt + vo;

to
t
mit a;(t) = a; konstant = vi(t) = a; - [dt+ vo;
to
t
mit [dt = (t-to) & vi(t) = a (t - to)+ Vo
to
t
mit vi(t) = a; (t - to) + vo; folgt i (t) = [v;(t)dt
to

& ()= }[ai (t=to) + Vg Jdt
to

t t
& xi()=a(t—ty)dt+ [vgadt
to to

t
o x®= {%(t—to)z} +Voi (t-tg) + Xo
to

< x(t)= az—‘(t-to)2+v(>i(t-to)+x(>

Auch hier ist die gradlinige Bewegung ein Sonderfall der dreidimensionalen Bewegung mit
i =1, und den Vektoren d@= (a1, 0,0), V=(v1,0,0)und 7=(x,0,0), V= (V1,0, 0) und
To= (X0, 0,0).

11.5.3 Geradlinige Bewegung mit konstanter Beschleunigung: schiefe Ebene

Versuch 11.3: Schiefe Ebene

Ein weiterer Versuch zur gradlinigen, eindimensionalen Bewegung mit konstanter
Beschleunigung ist die schiefe Ebene. Bei diesem Versuch wird ein Wagen auf der um den

Winkel o geneigten Luftkissenbahn bei einer festen Hohe losgelassen und durch die

Gravitation beschleunigt.

Abbildung 11.9: schiefe Ebene

—_— {u] s ,\;\;\jﬁr

g Strecke xin LE
3 Zeitin Ze
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Diesmal konnen wir, nachdem wir schon berechnet haben, dass das Weg-Zeit-Gesetz
quadratisch mit der Zeit verlaufen wird, die Lichtschranken entsprechen in den Abstédnden
1Langeneinheit (1LE), 4LE, 9LE usw. aufstellen. Jetzt mussten die Zeiten zum Durchlauf der
einzelnen Wegstrecken je 1 Zeiteinheit (1 ZE) betragen, die Zeiten gemessen vom Loslaufen
bei t = 0 entsprechen t; = 1ZE, t,= 2ZE,
t; = 3ZE, usw. Bestétigt sich diese Theorie, so ist demonstriert, dass
X1/ X, = t,2 1 t,° gilt.

Anhand der schiefen Ebene 14t sich auch die Zerlegung eines Vektors in seine Komponenten
und die Wahl eines geeigneten Bezugssystems verdeutlichen.
Die Gravitation wirkt bei diesem Versuch nicht im rechten Winkel zur Bewegungsrichtung.
deshalb dreht man zur Berechnung das Koordinatensystem, damit die x-Achse in
Bewegungsrichtung zeigt. Der Vektor @ muss dann in diesem System dargestellt werden. Eine
Skizze des Problems, in der die Vektoren, ihre Komponenten und die wesentlichen Winkel
eingezeichnet sind, zeigt bereits die Losung des Problems:

y ax ist die Komponente des
Beschleunigungsvektors in x-Richtung und kann
bereits abgelesen werden:

ax =g e sina.

Analog: ay =-Q e COS Q..
Da es sich bei der schiefen Bahn um ein
zweidimensionales Modell handelt, gilt a, = 0.

In Vektorschreibweise lautet der VVektor a also:

d=(gesina.,-gecosa.0)

11.5.4 Beispiel einer nichtlinearen Bewegung

Versuch I1.4: Der horizontale Wurf

Der horizontale Wurf ist eine Uberlagerung zweier Bewegungen in der Ebene:

1. Der Korper wird von der Erde beschleunigt und fihrt somit einen freien Fall aus in Richtung
der Erde.

2. Der Korper wird mit einer festen Geschwindigkeit horizontal zur Erde losgeworfen und fuhrt
eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit in dieser Richtung aus.

Beschleunigung und Geschwindigkeit sind also gegeben durch
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a=9g=(0, -g, 0). Es existiert nur eine Beschleunigung in y-Richtung, in x-Richtung wird in
diesem Versuch die Kugel mit konstanter Geschwindigkeit unbeschleunigt geworfen, die z-
Komponente ist in der Ebene trivialerweise null.

V= (vy Vy, 0) vy ist die konstante Geschwindigkeit, mit welcher der Korper geworfen wird und
sei fur die Rechnung gegeben.

Als Randbedingung legen wir fest:

Anfangsort der Bewegung sei der Ort X, = 0, also der Ursprung des Bezugssystems.

Zeit des Abwurfs sei die Zeit to = 0, die Uhren messen die Zeit erst ab Beginn der Bewegung.
Betrachten wir nun komponentenweise die Bewegung, die z-Komponente wird nicht

beriicksichtigt, bzw. gleich null gesetzt:

x-Komponente y-Komponente
a=( 0 ) -9 )
t
V()= ( V, (t) = Vo (= constant) vy (t)=a, - [dt )
to
t
= ( Vo , -0 Jdt )
to
= ( Vo , -g-t )
t t
)= ( x(t) = [v,(t)at , y(t) = [vy (t)dt )
to to
t
= Vo t , j—gt-dt )
to
_ 1 -
= ( Vot ) _Egt )

Der Ortsvektor zur Zeit t lautet also: T (t) = (vo t,, 0).
Durch Eliminierenen von t aus den x- und y- Komponenten kann eine Funktion der

x-Komponente in Abhéngigkeit von der y-Komponente aufgestellt werden:

g . 2
Diese Funktion gibt die Bahnkurve des horizontalen Wurfs an, sie beschreibt die Wurfparabel.

1
aus X=Vot und y = —Egt2 folgt y(x) = —
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Um die
Unabhéngigkeit
der Bewegung in
die verschiedenen
senkrecht
zueinander
stehenden
Richtungen zu
demonstrieren,
kann man eine
Kugel im Freien
Fall und eine
Kugel im
horizontalen Wurf
beobachten, die
beide zur selben
Zeit am selben Ort

ihre Bewegung

beginnen. Eine

Abbildung 11.9: Stroboskopische Aufnahme zweier Kugeln im freien Fall stroboskopische
und horizontalem Wurf Aufnahme zeigt

die Bewegung der

Kugeln.

In der Vorlesung wurde eine andere Variante des Versuchs gezeigt: Man lait die Kugeln zur
selben Zeit auf derselben Hohe, also y-Komponente, ihre Bewegung starten, verschiebt die
Kugel fir den freien Fall jedoch einige Zentimeter in Wurfrichtung der zweiten Kugel. Auf
diese Weise missen die Kugeln sich treffen. Unser Demonstrationsversuch bestétigte die

Annahme fur Kugeln unterschiedlicher Materialien und Grof3en.

11.6 Relativbewegung
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Bisher hatten wir die Einschrankung gemacht, dass die Berechnungen der Bewegungsgleichung
nur mit der Beschreibung durch ein ruhendes Bezugssystem Giiltigkeit besitzen. Es ist jedoch
auch interessant zu fragen, wie man die Bewegung in einem bewegten System beschreiben
kann. Als Beispiel stelle man sich einen Menschen vor, der in einem Zug entgegen der
Fahrtrichtung geht. In welche Richtung bewegt er sich, und wie sieht diese Bewegung fiir einen
Beobachter im Zug, fir einen Beobachter drauBen oder sogar fiir einen Beobachter in einem
entgegenkommenden Zug aus?

Diese gradlinige Bewegung kann man sich noch aus verschiedenen Blickpositionen vorstellen,
bei einer Kreishewegung wird es schwieriger.

In der Vorlesung wurde als Beispiel ein Punkt auf einem Kreis
gezeigt, der sich um die Mitte des Kreises drehte, wéahrend der
Wagen sich mit konstanter Geschwindigkeit geradeaus bewegte.
In beiden Fallen beobachtete man eine Kreisbewegung. Die
nebenstehende Graphik zeigt eine solche Kreisbewegung fir

zwei Punkte auf konzentrischen Kreisen, beobachtet in einem

i relativ zum Beobachter ruhenden Bezugssystem.
Abbildung I1.11:

Kreisbewegung in einem
ruhenden System

Die Projektion der Bewegung des Punktes auf eine Ebene aber
zeigte, dass es sich dabei um eine Tauschung handelt. So sieht die Kreisbewegung auf einem

mit konstanter Relativgeschwindigkeit zum Beobachter fahrenden System wirklich aus:

Abbildung I1.12: Kreisbewegung von einem mit konstanter Geschwindigkeit fahrendem System aus.

Wie sieht eine Bewegung also allgemein fir einen mitbewegten Beobachter aus?

Wie bereits zuvor eingeflhrt, erfordert auch hier eine analytische Beschreibung ein
Koordinatensystem. Als Laborsystem wéhlt man zumeist das System, indem der Beobachter
ruht.

Bezeichnen wir dieses Laborsystem S jetzt wie gewohnt mit den Koordinaten (X, y, z. Dazu
definieren wir ein bewegtes Bezugssystem S’, welches wir mit den Koordinaten ( x’, y’, z’)
beschreiben. Als Vereinfachung setzen wir den Nullpunkt der beiden Koordinatensysteme auf
den Ursprung, der zur Zeit ty Ubereinstimmen soll. Ferner gehen wir davon aus, dass die Zeit

invariant gegeniiber einem Systemwechsel ist. Die Uhr soll also in beiden Systemen stets
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dieselbe Zeit anzeigen. Fir groBe Geschwindigkeiten ist dies keinesfalls immer gegeben. Wird
die Geschwindigkeit nahezu so groR wie die Lichtgeschwindigkeit, gilt die relativistische
Mechanik; der Effekt der verschieden laufenden Uhren wird z.b. im sogenannten
Zwillingsparadox behandelt.

Das System S’ bewege sich jetzt mit konstanter Relativgeschwindigkeit Vo= (Vxo, Vyo, Vo )

gegeniiber S.
Wie in Kapitel 11.2 gezeigt, kann der Ortsvektor 7 bei Kenntnis der Geschwindigkeit
' dargestellt werden als
F=F,+Vt.

Der Ortsvektor vom Ursprung
des Systems S’ st hier der
Vektor 7.

In Vektorschreibweise gilt:

! Pt =T(t) - Vg -t

Mit v(t) = %folgt

V'=V-Y,.

. .

Nochmaliges Differenzieren
Abbildung 11.13: Inertialsysteme liefert a'=a
wegen Vv, = constant.

In Komponentenschreibweise gilt dann:

X" =X = Vyot Vy'= Vy = Vyo ax’ = ax
Y =Y-Vypot Vy'= Vy - Vyo 3y’ =ay
2’=Z-Vypt V= Vz = Vg a =2,

Die Beschleunigung é&ndert sich also nicht bei dem Wechsel in ein mit konstanter
Relativgeschwindigkeit bewegtes Bezugssystem. Diese Art der Transformation von
Ortsvektoren in ein anderes System hei3t Galilei-Transformation. Wie der Film zeigte, ist
keines der Systeme, die sich mit konstanter Relativgeschwindigkeit zueinander bewegen
bevorzugt. Alle zueinander gradlinig gleichférmig bewegten Systeme sind &quivalent, man

bezeichnet sie als Inertialsysteme.

Definition 11.6: Inertialsysteme sind gradlinig gleichférmig

gegeneinander bewegte Bezugssysteme.
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Merke: Die Beschleunigung ist invariant gegeniiber Galilei-Transformationen. J

Versuch 11.5: Auffangtrichter eines Wagens

Bei diesem Versuch soll gezeigt werden, wie zwei Kdrper in verschiedenen (Inertial-)systemen
sich bei verschiedenen Bewegungsformen zueinander bewegen. Hierzu wird ein Wagen mit
einer Abschussvorrichtung und mit Auffangtrichter senkrecht zur Bodenplatte eine Kugel mit v,
und a, abschielen. Sobald die Kugel den Wagen verlassen hat, wirkt auf sie nur noch die

Gravitation. Untersucht werden soll, wo die Kugel landet.

Y |

— Aulfangtrichter

Abschullvorrichtung — \/
X
X o
-k ¢ A, Q
_qrqr_“%—AUJ X X
['-(:.__Af
C - 1
™ Ausloser

Abbildung 11.14: Versuchsskizze zum AbschuBversuch

1. Abschuss im Stand:
Fur den ersten Versuchsteil verlauft die Schiene parallel zur Erde. Die Kugel wird im Stand
abgeschossen, also mit v, = 0 und a, = 0. Wie nicht anders zu erwarten, fallt die Kugel in den

Trichter zurtick.

2. Der Wagen fahrt mit konstanter Geschwindigkeit:

Die beiden Bezugssysteme, Laborsystem und mitbewegtes Wagensystem, sind Inertialsysteme,
da mit a, = 0 keine Beschleunigung langs der Bewegungsrichtung existiert. Keines der Systeme
ist bevorzugt, im mitbewegten System lauft der Vorgang wie bei Versuchsteil 1. ab und die

Kugel féllt folglich in den Trichter zuriick.
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3. Der Wagen wird beschleunigt in x-Richtung:
Das mitbewegte Bezugssystem ist kein Inertialsystem, da der Wagen mit a, = O langs der
Bewegungsrichtung beschleunigt wird. Die Bewegung der Kugel ist nicht invariant gegentiber

einer Transformation in dieses System und die Kugel fallt hinter den Wagen.

4. Abschuss senkrecht zur schiefen Ebene:

Fur diesen Versuch wird die Schiene um einige Grad geneigt. Der Wagen rollt jetzt von der
Erdanziehung beschleunigt nicht mehr mit konstanter Geschwindigkeit die schiefe Ebene hinab.
Die Kugel wird senkrecht zur Bodenplatte, also senkrecht zur schiefen Ebene abgeschossen, als
der Wagen die Geschwindigkeit vq,, hat. Obwohl es sich um kein Inertialsystem mehr handelt
(der Wagen wird beschleunigt), fallt die Kugel in den Trichter zuriick. Das kann mittels

komponentenweiser Betrachtung mathematisch verifiziert werden:

Der Wagen wird ldngs der schiefen Ebene
beschleunigt mit
d?x,,
dt?

Damit errechnet sich die Geschwindigkeit als

=g-sina .

Vy () =g sina t + Vo .

Der Wagen legt damit die Strecke

X (1) =%gsina~t2 + Vot

zuriick.

Zx
Die Kugel wird langs der schiefen Ebene ebenfalls mit p 2" =g-sina

t
beschleunigt.
Ihre Geschwindigkeit errechnet sich dann als Vi () =gsinat+ vy
Da die Geschwindigkeitskomponenten von Kugel
und Wagen in Richtung der schiefen Ebene gleich
sind, folgt mit Vo = Vo xk(t)zégsinoc.t2 +Vout.

Es gilt als x, (t) = X, (t). Kugel und Wagen sind zur Zeit t an derselben Komponente des Ortes

langs der schiefen Ebene. Da die Kugel zusétzlich noch eine Bewegung senkrecht zu dieser
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Graden ausfuhrt, trifft sich den Wagen genau an der Stelle, wo die Bewegungskomponente

senkrecht zur Bewegungsrichtung des Wagens null wird.

5. Abschuss von der schiefen Ebene senkrecht zur Erde:

Bei diesem Versuchsteil wird die Kugel nicht mehr senkrecht zur Bewegungsrichtung des
Wagens, sondern senkrecht zur Erde abgeschossen. Die Geschwindigkeitskomponenten langs
der schiefen Ebene stimmen damit nicht mehr Gberein. Die Differentation zweier verschiedener
Geschwindigkeits-Zeit-Gleichungen fuhrt zu zwei differierenden Orts-Zeit-Gleichungen. Die
Kugel und der Wagen sind zur Zeit t nicht an derselben Ortskomponente langs der schiefen

Ebene und treffen sich folglich nicht mehr. Die Kugel féllt hinter den Wagen.
Fazit aus den Versuchsteilen 3, 4 und 5.:

Falls das mitbewegte System kein Inertialsystem ist, kann man keine einfache VVorhersage tber

den Vorgang im mitbewegten System mehr machen.
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