XI. Kinetische Gastheorie

Nachdem wir nun die Begriffe Warme und Temperatur besprochen haben, wollen wir mit Hilfe
dieser beiden Begriffe versuchen, thermodynamische Vorgange zu beschreiben.

Dabei lernen wir das erste Beispiel einer relativ vollstdndigen Theorie in der Physik kennen.

Im Allgemeinen sind thermodynamische Vorgange kompliziert. Deshalb betrachten wir

zunachst den einfachsten Fall: ideales Gas. Zur Erinnerung:

Definition 11X.1: Ein lIdeales Gas ist ein Gas, in dem die zwischenmolekularen Kréfte

null sind und die Molekile keine Ausdehnung haben (punktférmig sind).

Wie wir bereits festgestellt hatten, kann man sich wie die idealen Gase in

einem einfachen Modell veranschaulichen:

Als Modell eines idealen Gases kann man sich ein geschlossenes
Volumen vorstellen, in dem elastische Kugeln ohne sich zu beriihren

regellose Bewegungen ausflhren. Selbstverstdndlich sind die Kugeln

,Pc! Y ;Dc(q. nicht immer gleichmé&Rig lber den Raum verteilt. Stellt man sich dem
Q‘ o‘o‘.o Druck nun so vor, dass die Kugeln an die GefaBwand treffen, so folgt aus
,o gﬁo- o.Q\ dieser ungleichen Verteilung eine statistische Schwankung der Kraft, die

74 0‘ o=° ein eingesperrtes Gas auf einen Kolben ausiibt. Dieses Phdnomen wollen

UI wir in diesem Kapitel untersuchen.

Wir hatten ideale Gase definiert als Gase, bei denen keine Bindungskrafte zwischen den
einzelnen Molekilen existieren. Es gibt einige Gase, die diesem Kriterium nahezu gerecht
werden. Physikalischen kann man ideale Gase auch in anderen Féllen realisieren, indem man
das Gas hinreichend verdiinnt. Die Anziehungskréfte zwischen den einzelnen Molekilen
werden dann beliebig klein.

Dieser Idealisierung entspricht der Idealisierung des Massepunktes in der Mechanik.
Tatséchlich wollen wir versuchen, das Verhalten der idealen Gase auf mechanische Gesetze

zuriickzufiihren, indem wir die Molekile als bewegte Massepunkte auffassen.

1 Idealgasgesetze
Zwei wichtige Gesetzmaligkeiten bei idealen Gasen haben wir bereits in Kapitel 11X und in
Kapitel X kennen gelernt. Bevor wir diese Gesetze interpretieren, werden sie hier noch einmal

kurz benannt:
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1. Gesetz fur ideale Gase:

Dieses Gesetz wollen wir zundchst noch einmal anhand eines Versuchs herleiten:

Versuch 1X.1: Nachweis des Boyle-Mariottchen Gesetzes

Fur diesen Versuchsaufbau bendtigen wir einen

Zylinder, der mit einem beweglichen Stempel dicht ( M I P———

verschlossen ist, und eine Pumpe. In einem

Teilraum des Zylinders wird ein ideales Gas

eingeschlossen. Die Seite, an der die Pumpe  Abbildung XI.1: schematischer

Versuchsaufbau zum Boyle-Mariott’schen

angeschlossen ist, sei mit Luft gefullt. Jetzt kann G
esetz

mit Hilfe der Pumpe ein Unterdruck im Zylinder

erzeugt werden. Auf dem Zylinder sind lineare Markierungen angebracht, so dass das Volumen
des eingeschlossenen Gases qualitativ gemessen werden kann. Auch der Druck kann gemessen
werden. Nun legt man beliebig eine Anfangsstellung fest. Komprimiert man das Gas, so steigt
der Druck an. Umgekehrt hat die Erzeugung von Unterdruck zur Folge, dass das Gasvolumen
sich ausdehnt.

Empirisch findet man bei diesem Versuch fir ideale Gase, dass bei konstanter Temperatur der
doppelte Druck aufgewendet werden muss, um das Volumen zu halbieren. Dies gilt natirlich
nur, wenn die Menge des Gases konstant gehaltenen wird.

Bis auf MefRungenauigkeiten bei hohen Drucken, wird das Gesetz bestétigt. Die
Ungenauigkeiten liegen darin begriindet, dass kein ideales Gas verwendet wurde.

Diese GesetzmaRigkeit hatten wir schon als Gesetz von Boyle-Mariotte oder auch nur

Boylesches Gesetz kennen gelernt.

Merke: Bei gleicher Menge eines Gases und konstanter Temperatur
ist das Produkt aus Volumen und Druck konstant:

p-V =const Boyle-Mariotte

2.Gesetz fur ideale Gase
| Kapitel X hatten wir fir den Zusammenhang zwischen Temperatur und Volumen eines

idealen Gases das Gesetz von Gay-Lussac formuliert:

Merke: Ein Gas des Volumens V, bei t; = 0°C erfédhrt bei konstantem Druck

bei Erwdrmung um At =t eine Volumenanderung von V(t) =V, (1+ 2i73t) _

Gesetz von Gay-Lussac

Dieses Gesetz besagt, dass das Volumen eines Gases linear mit der Temperatur ansteigt.
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Mit der absoluten Temperatur T=t+273,15

folgt aus dem Gesetz V(T) = Vo (1+ w)
27315
S VM =Vor o+ 2200
27315 27315
T
s VM=V,
(D=Vo 27215
i T
mit T, = 0°C = 273,15 K PN V(T) =V, =
0
vV VY,
<~ — =
T Ty

Diese Formel gilt fiir beliebige Temperaturen T und die dazu gehérigen Volumina V. Bei

festem Druck p sind V, und Ty Konstante. Damit folgt

¥= const fiir ideale Gase und p = const

Dieses Gesetz wird manchmal 1. Gesetz von Gay-Lussac genannt. Es ist nur eine dquivalente

Formulierung des bereits bekannten Gesetzes von Gay-Lussac.

Merke: Das 1.Gesetz von Gay-L.ussac besagt, dass fiir ideale Gas

bei konstantem Druck¥ = const gilt.

Der Vergleich der beiden Gesetze zeigt dann eine weiterfilhrende GesetzmalRigkeit:

Aus p-V=const fiirT =const
Vv .
und T =const  fiir p = const
folgt pv = const
T

Dieses Gesetz gilt fir die feste Menge eines idealen Gases.

Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, muss eine neue Grofe eingefuihrt werden. Das
Modell des idealen Gases lasst bereits vermuten, dass diese Konstanten aus den Gesetzen fiir
ideale Gase von der Anzahl der Molekile in einem Gasvolumen abhangen. Deshalb definiert
man eine Hilfsgrole, die ein Mal} daflr ist, wie viele Molekile in einem Gasvolumen sind.

Diese GroRe heist mol und wird aus messtechnischen Griinden definiert als

Definition X1.1: Ein mol ist die Stoffmenge eines Gases, die ebenso viele
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Molekiile enthalt wie zwélf Gramm C*2, namlich Na.
In 12 g C*sind 6,022 10 Molekiile. Damit entspricht ein Mol des Stoffes C** genau einer
Menge von 12 g. Diese Anzahl, die aus messtechnischen griinden iiber C*? definiert wurde wird

Avogadrosche Zahl genannt.

Definition X1.2: Die Avogadrosche Zahl ist die Anzahl der Molekle in einem mol.

N. =6022. 1023 Molekdle
AT mol

Der Vorteil dieser Definition liegt darin, dass man mit dieser festgelegten Stoffmenge immer
eine Menge Gas beschreiben kann, die dieselbe Menge Molekiile besitzt. Aus der Uberlegung,
dass 12g C' 6,022 10® Molekiile besitzt, kann man die durchschnittliche Masse eines

Molekiils angeben. Ferner definiert man

Definition X1.3: Die relative Molektlmasse M, eines Stoffs entspricht
einem Zwolftel der Masse von C*? mal der Molekiilmasse.

Molekilmasse

M, = .
= Masse von C*
12

Damit entspricht die relative Molekiilmasse ungefahr der Summe der Atomgewichte, als z.b.
bei H,O ist M, = 80. Diese Naherung kann gut fiir Uberschlage der GroRenordnungen genutzt
werden.

Abschliefend definiert man die Molmasse M, d.h. die Masse, die ein mol eines Stoffes

einnimmt.

Definition X1.4: Die Molmasse M ist das Produkt aus der Masse eines

Molekdils und der Anzahl der Molekdle in einem mol.

M =N, - Molekllmasse = M, 9

mol

Die Einheit der Molmasse ist gebunden an die Dimension.

Abschliefend definieren wir noch die Molwérme:

Definition X1.5: Die Molwéarme ist das Produkt aus der spezifischen Wéarme

eines Stoffes und seiner Molmasse: Molwarme = Mc.

Mit Hilfe dieser GroRen wollen wir nun die Proportionalitatskonstante aus dem Gesetz

ﬂ = const
T
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bestimmen. Dabei bezeichnen wir die GroRen, die sich auf die Stoffmenge von einem mol
beziehen nun mit dem Index ., .

Eine Konsequenz des Gesetzes ist, dass ein mol eines idealen Gases unter gleichen
Bedingungen immer das gleiche Volumen V., annimmt. Unter Normalbedingungen, d.h.

To=273,15 K und p, = 101,325 kPa
betragt dieses Volumen Vi, = 22,4138 ¢ pro mol.

Dieses Volumen nennt man molares Normvolumen.

Merke: Ein mol eines idealen Gases nimmt bei To= 273,15 K und p, = 101,325 kPa

das molare Normvolumen V| =

22,4138 ¢ pro mol ein.

Liter
J—ﬁﬂ{-:l g e ideales Gas Abbildung X1.2: I\/_Iir§t man das
22,40 > He N & 22413 molare Volumen einiger Gase, so
2 B 8t sieht man, daB annahernd ideale
A , ) Gase dasselbe molare Normvolumen
cOo, haben.
22,2041
] NH,
22,001
. S0,
21,807

Das Volumen fir n mol berechnet sich dann als

V=V,n.
damit ergibt sich aus ﬂzm
T To

P-Vip-n_ PoVmy-n

mit Vo = Vin N T T

PV PoVm,
T Ty
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Po-V
70 "™ ynsere gesuchte

0

Der Vergleich mit der urspringlichen Gleichung zeigt, dass

Konstante ist. Damit lasst sich diese Naturkonstante berechnen. Sie wird universelle

Gaskonstante genannt und mit R bezeichnet.

. . . _ pO : VmO ..
Merke: Die universelle Gaskonstante R = T betragt
0

R =

bzw. in nicht SIE

Damit kénnen wir das Gesetz jetzt formulieren:

u= R-n flrnmol
=
oder mit V=V, n P ';/m =R fireinmol

Dieses Gesetz hatten wir Idealgasgesetz genannt

Idealgasgesetz:

u=R.n &=R
T T
fuir n mol fur 1 mol

Dieses Gesetz enthalt bereits alles, was wir fir die Zustandsberechnung idealer Gase wissen
missen. Es sei noch einmal erwahnt, dass diese Gesetzmaligkeiten streng genommen nur fiir
ideale Gase gelten, aber auch eine gute N&herung fur reale Gase sind, solange diese ausreichend
verdunnt sind. Dann ist das Volumen von einem mol grof? und folglich die Temperatur hoch
und der Druck Klein.

Umgekehrt kann man nun aus dem ldealgasgesetz die beiden anfangs zugrunde gelegten

Gesetze fiir ideale Gase und noch ein weiteres Gesetz ableiten.

Betrachten wir zunéchst das Boyle-Mariott’sche Gesetz:

Gegeben sei T =const.

Dann folgt aus —=R:-n

mit R, nund T = const o p-V =const
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Im p/V-Diagramm flhrt die Gleichung
p(V)=%const zu Hyperbeln, die je

nach Temperatur T steiler oder flacher
verlaufen. Je groRRer T ist, desto groRer

istauch p-V; die Hyperbeln sind steiler.

Diese Graphen der Gleichung des Boyle-
Mariott’schen Gesetzes werden

Isotherme genannt.

T

—_—» V

Abbildung XI.3: Isotherme

Merke: Der 1.Spezialfall des Idealgasgesetzes ist das

Boyle-Mariott’sche Gesetz mit T = const.

Der hyperbelférmige Graph im p/V-Diagramm wird Isotherme genannt.

Betrachten wir nun das 1. Gesetz von Gay-Lussac:

Gegeben sei

Dann folgt aus

mit R, n und p = const

~ W <

Abbildung XI.
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4: Isobare
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p = const.

= const

Mit der obigen Rechnung folgt daraus auch die
Gleichung
V(t) =V, (1+it)
273
Im V/T-Diagramm fuhrt die Gleichung
V(T) =T-const zu Graden, die je nach Druck

p steiler oder flacher verlaufen. Je kleiner p ist,
desto groRer ist V(T); die Graden sind steiler.

Diese Graphen der Gleichung des 1. Gesetzes
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von Gay-Lussac werden Isobare genannt.

Merke: Der 2.Spezialfall des Idealgasgesetzes ist das
1. Gesetz von Gay-L.ussac mit p = const.

Der lineare Graph im V/T-Diagramm wird Isobare genannt.

AbschlieBend berechnen wir, was bei konstantem Volumen aus der Idealgasgleichung folgt:

Gegeben sei V = const.
Dann folgt aus gz R-n
= E =R- ni
T Vv

mit R, nund V = const & %z const

Eine analoge Rechnung zu oben liefert daraus die Gleichung

273

" (O =Po(L+ )

P Dieses Gesetz wird 2.Gesetz von Gay-Lussac

genannt.

Im p/T-Diagramm fihrt die Gleichung

p(T)=T-const zu Graden, die je nach

Abbildung XI.5:1sochore

Volumen V steiler oder flacher verlaufen. Je
kleiner V ist, desto groRer ist V(T); die Graden
sind steiler. Diese Graphen der Gleichung des 2.

Gesetzes von Gay-Lussac werden Isochore

genannt.

/ Merke: Der 3.Spezialfall des Idealgasgesetzes ist das \

2. Gesetz von Gay-Lussac mit p = const.

1
P(t)=po(l+—_2)

\ Der lineare Graph im p/T-Diagramm wird Isochore genannt. /

Seite 277 Xl.Kapitel: Kinetische Gastheorie Skript Experimentalphysik |



X1.2 Kinetische Gastheorie

Wenn ideale Gase mit so einfachen Gesetzen beschreiben werden kénnen, dann muss das einen
tieferen Grund haben. Zudem gelten die gleichen Gesetze fiir gleich viele Molekiile, wobei die
Gultigkeit um so besser ist, je dinner das Gas ist.

Diese Uberlegungen filhrten 1857 dazu, dass der deutsche Physiker Rudolf Clausius (1822 -
1888) den Zusammenhang zwischen der Mechanik und der Warmelehre aufdeckte. Mit dem
Versuch, die Idealgasgesetze aus dem mikroskopischen Verhalten der Molekille zu verstehen,
die im Sinne der Mechanik Massepunkt darstellen, begrindete Clausius die kinetische
Gastheorie.

Dabei gehen wir wieder auf das inzwischen vertraut gewordene Modell eines idealen Gases
zuriick, bei dem die Molekile sich wie elastische Kugeln ohne Ausdehnung verhalten. Mit
diesen beiden Annahmen:

1. die Molekule sind Punktmassen

2. sie fuhren nur elastische StoRe aus

kann man Uberlegen, was im Inneren eines mit Gas geflllten GeféaRes passiert. Dabei kann man
zunachst berechnen, wie eine Punktmasse sich bewegt. Danach wird es jedoch schwierig, jede
einzelne Punktmasse der immerhin Na Molekiille pro mol zu untersuchen. Die groRe Zahl
erlaubt es uns aber, einen guten Mittelwert zu bilden. Im Klartext heif3t das: Fir den Zustand
eines ldealen Gases ist nur eine statistische Beschreibung tber Mittelwertbildungen mdglich;
diesem Umstand verdankt dieses Themengebiet der Warmelehre seinen Namen:

Statistische Mechanik.

Merke: Die kinetische Gastheorie untersucht mit Hilfe der statistischen Mechanik den

empirisch gefundenen Zusammenhang von Druck p, Volumen V und Temperatur T.

Betrachten wir nun ein Volumen V, in dem sich [

ein ideales Gas befinde. Der Einfachheit halber

\
|
wahlen wir das Volumen in Form eines Quaders {
r

[
mit quadratischer Stirnflache a? und der Lénge . /——————-——‘.—-»——}—
o e . . A=gq
Dann gilt fur das Volumen des Quaders il :','f a
V=a®/ As = VA

Abbildung XI.6: Quaderférmiges Gasvolumen
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In diesem Volumen bewegen sich N

Molekiile der Masse m regellos hin und

her.

0.0

e ] Abbildung X1.7: In diesem Quader
bewegen sich die Molekdle regellos hin

und her

Wie lasst sich in diesem Modell der Druck auf die Wande des Gefalles aus der
Molekulbewegung herleiten?

Um diese Frage zu beantworten betrachten
wir wie angekindigt zunachst ein Molekil,
das auf seinem Flug auf eine Wand trifft. Wir
gehen davon aus, dass dieses Molekil nicht
senkrecht auf die Wand treffe. Beim Stol3 an
der Wand wird ein Impuls Ubertragen, das
wissen wir aus der Mechanik. Wir berechnen

deshalb den Impuls, weil wir damit tber die

Beziehung der Kraft als Anderung des

Impulses mit der Zeit und schlieBlich mit der Abbildung X1.8: StoRvorgang eines Molekiils
Definition des Drucks als Kraft pro Flache
den Druck berechnen wollen.
Die Anderung des Impulses berechnet sich dabei aus

AP = mAV
Legen wir nun das Koordinatensystem so, dass die y-Achse ldngs der angestoRenen Wand
verlauft, und die x-Achse senkrecht dazu, so kdnnen wir den Geschwindigkeitsvektor geschickt
zerlegen: Die y-Komponente des Geschwindigkeitsvektors bleibt beim StoR erhalten, wahrend
die x-Komponente ihr Vorzeichen andert. Diese Geschwindigkeitsanderung

AV =2v,

fuhrt zu einer Impulsénderung Ap=2mv,.
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Nun kdnnen wir davon ausgehen, dass unser Molekdl nicht nur einmal an eine Wand stofRt,

sondern auf seinem Weg ohne Energieverlust immer wieder Wande treffen wird.

Wie haufig aber trifft unser Molekul auf eine Wand?

| Diese Frage ist einfach zu beantworten: Wir wissen,

dass der Betrag der Geschwindigkeit des Molekuls in x-
Richtung konstant ist, da die Reflexion immer elastisch
erfolgt und die y-Komponente erhalten bleibt. Aus der

Mechanik kennen wir das Gesetz fir die bendtigte Zeit t

um eine Strecke X mit konstanter Geschwindigkeit v

L

zuriick zulegen.

Abbildung XI.9: Flugbahn eines X

Molekiils V= T

In unserem Fall muss eine Strecke von der zweifachen Lange ¢ des Quaders zuriick gelegt

werden, damit das Molekul wieder an dieselbe Wand stoft.

2
\)

Dann gilt At

X

Die Kraft, die das Teilchen auf die Flache A, also eine Wand, austbt ist dann

F- AP
At
2my
= F= X
2t
VX
= F:mv)z(
!

Der Druck auf die Flache A, der durch unser eines Molekil erzeugt wird ist dann

wegen p—E p——m 2
A A

. m

mitV=r¢-A o pzvvf(

Wie viel Druck Gben nun N Molekdtile auf diese Wand aus?

Das kann einfach Uber Summenbildung berechnet werden:

N
pP=2pj
i=1
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= p= v Z in
Nun missen wir versuchen, diese Summe zu interpretieren. Dazu erweitern wir mit N:

N o2
m __Zlei
\% N
In der Statistik wird die Summe Uber mehrere Werte geteilt durch die Anzahl der Werte als

Mittelwert eingefuhrt. Damit definieren wir die mittlere Geschwindigkeit als

2

Vi,

Mz

1

Definition X1.6: Die mittlere Geschwindigkeit v2 definiert man als

Mit dieser Definition folgt p=—-N-v2

m

vV
o p-V=m-N-v2

Diese GroRe ist eine rein statistische GroRe. Wir brauchen jedoch eine messbare GroRe, die uns

in Versuchen zugénglich ist.

Mit vi=v2 v

: 2
gilt auch Ve =V +V

Wir nutzen jetzt aus, dass alle drei Raumrichtungen statistisch gleichberechtigt sind, d.h. dass

keine Richtung bei der regellosen Bewegung der Molekuile bevorzugt wird.

Dann gilt %vz =V =Vl =V2
Damit folgt aus p-V=m-N-v2

. 1
direkt p-V:m-N-gv

Diese Gleichung wird Grundgleichung der kinetischen Gastheorie genannt.

Grundgleichung der kinetischen Gastheorie:

p.V:m.N.%\/2

Jetzt haben wir den Druck, der auf eine GefaRwand wirkt, aus der mechanischen Betrachtung
der Gasmolekiile erklart und einen Zusammenhang hergeleitet. Im Anschluss mussen wir uns

fragen, wie die Temperatur als Folge der Bewegung der Molekiile aufzufassen ist:
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Was ist die Temperatur T?
Um diese Frage zu beantworten betrachten wir wieder ein mol eines idealen Gases. Wir haben

zwei wichtige Gleichungen kennen gelernt:

1. das Idealgasgesetz p-;/m =R
2. die Grundgleichung p-V=m-N %v_z

Diese beiden Gleichungen wollen wir nun vergleichen. Dazu formen wir zunéchst das
Idealgasgesetz um in die Form p-V,=R-T =

Nun betrachten wir die Grundgleichung der kinetischen Gastheorie fiir die Stoffmenge 1 mol:
mit N = N Molekiilen in einem mol und dem Volumen V, das ein mol einnimmt gilt

p.Vm:m.NA.%V—2 -

Der Vergleich von = und - zeigt, dass gilt

N

1
R-T=m-N, -gv
175
& R-T:m-NA-Ev
. . 2 1 2
erweitert mit 2 = R.T:?NA.E.m.V

In dieser Gleichung ist der Ausdruck fiir die mittlere kinetische Energie einesW, Molekils

enthalten.MitW_Kzé-m-v2 folgt R-T:%-NA-WK

Man fasst nun die beiden Naturkonstanten R und N zusammen, um die Rechnung mit dieser

Gleichung zu vereinfachen

Definition X1.7: Die Boltzmann-Konstante wird definiert als k = Ni
A

Damit ist k=1,38-10‘23%.

Mit dieser Abkiirzung folgt k-T:%-W_K
o ngzw—K
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Diese Gleichung gibt den wichtigen Zusammenhang der mittleren kinetischen Energie eines
Molekiils mit der Temperatur an. Da dieser Zusammenhang einer der wichtigsten der
kinetischen Gastheorie ist, wollen wir ihn ndher untersuchen.

Durch diese Beziehungen erhélt die absolute Temperatur, die zunéchst rein formal zur
vereinfachenden Darstellung der Gasgesetze eingefiihrt wurde, eine anschauliche, physikalische
Bedeutung. Offensichtlich wird nicht nur der Druck eines Gases, sondern auch seine
Temperatur durch die Bewegungen seiner Teilchen bestimmt.

Dabei kommt es aber nur auf die ungeordnete oder thermische Bewegung der Teilchen an und
nicht auf eine allen Molekiilen gemeinsame, Uberlagerte Bewegung. Temperatur und Druck
sind statistische Grof3en, die sich nur auf eine sehr grofRe Anzahl von Teilchen beziehen lassen.

Durch die kinetische Deutung der Temperatur wird jetzt auch die Bezeichnung absoluter
Nullpunkt verstandlich. Fiir T = 0 K ist auch W, =0 , d.h. die Teilchen sind in Ruhe. Da die

kinetische Energie keine negativen Werte annehmen kann, ist dies der kleinste (berhaupt

mdgliche Wert.
Auf ein einzelnes Teilchen des Gases entfallt der Energieanteilng. Da wir festgestellt hatten,

dass keine Raumrichtung bevorzugt wird, besitzt jedes Teilchen entsprechend den drei
rdumlichen Richtungen drei voneinander unabhdngige Bewegungsmoglichkeiten. Man sagt
kurz: jedes Teilchen besitzt drei Freiheitsgrade der Translation. Besteht das Molekl nicht nur
aus einem Atom, so hat es zusatzlich die Bewegungsfreiheit, sich um bestimmte Achsen zu
drehen. Ein solches Molekil kann zusatzlich drei Freiheitsgrade der Rotation besitzen, je
nachdem, ob die Drehachse raumfest ist (1 Freiheitsgrad) oder ob sie sich in einer Ebene
bewegen kann (2 Freiheitsgrade) bzw. ob die Drehachse frei im Raum beweglich ist. Diese

Uberlegung zu einem spateren Zeitpunkt in der Experimentalphysik vertieft.

Abbildung XI.10 Freiheitsgrade ein-, zwei- und dreiatomiger Molekiile:
a) 3 Freiheitsgrade der Translation

b) 3 Freiheitsgrade der Translation und 2 der Rotation

c) 3 Freiheitsgrade der Translation und 3 der Rotation
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X1.3 Geschwindigkeitsverteilung

In den néchsten beiden Kapiteln wollen wir untersuchen, mit welcher kinetischen Energie, d.h.
mit welcher Geschwindigkeit die Molekiile eines idealen Gases fliegen. Da sich die
Geschwindigkeit nicht fur jedes Molekdl einzeln berechnen l&sst, betrachten wir die sogenannte
Geschwindigkeitsverteilung n(v), d.h. die Haufigkeit, mit der die Molekiile eine feste
Geschwindigkeit haben. Bevor wir die Geschwindigkeitsverteilung aber exakt berechnen,

wollen wir uns ein Verstdndnis darlber beschaffen, in welcher GrdRenordnung wir uns

bewegen.
. . 3 1 =

Die Gleichung besagt EkT:;mv

KT

S —=V
m
mitk = - e R _2
N A MmN 5

mit der Molmasse M = mNa = ?’RVT:v_Z

Bei einer Temperatur von T = 293 K, also t = 20°C, und einer Molmasse M = 32

LI entspricht das einer Geschwindigkeit \/v_2 —478™ fur 0,

mo S

bzw. \/v_2 = 1700m fir H,, ein leichteres Molekiil.
S

Die Geschwindigkeitsverteilung wurde erstmals 1920 von dem deutschen Physiker Otto Stern
ausgefiihrt.!

Prinzip dieses Versuchs ist es, die Geschwindigkeit eines scharf begrenzten Molekular- oder
Atomstrahls zu messen. Zu diesem Zweck l&sst man Gas aus einem Behdélter stromen. Dieses
stromende Gas wird durch zwei Kollimatorschlitze geblndelt. Die Geschwindigkeit dieser
Atome kann man sehr einfach mit zwei Zahnréadern, die im Abstand s auf einer gemeinsamen
Achse so montiert sind, dass ein Teilchen die ruhenden Scheiben durch die Lécher passieren

kann, messen. Passiert ein Teilchen die erste Scheibe, so legt es danach einen Weg s zuriick bis

! Otto Stern lebt von 1888 bis 1960. Er emigrierte 1933 aus Deutschland in die USA, wo er im Jahr 1943
den Nobelpreis verliehen bekam.
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zur zweiten Scheibe. Diese befindet sich aber nicht in Ruhe sondern rotiert mit der
Winkelgeschwindigkeit m.Das zweite Loch ist also gegeniiber dem ersten Loch um den Winkel

® verschoben. Fir die zur Drehung bendtigte Zeit gilt dann t = @w. In dieser Zeit hat das
Teilchen die Strecke s zurtickgelegt mit der konstanten Geschwindigkeit v, also gilt t = S Ein
v

Vergleich dieser beiden Beziehungen zeigt, dass die Geschwindigkeit v des Molekuls oder
Atoms zu berechnen ist aus. Variiert man nun die Winkelgeschwindigkeit, so kann man mit

einem Detektor messen, mit welcher Geschwindigkeit v wie viele Teilchen fliegen.

Ausstromendes
Gas Kollimator- Nach Geschwindi_gkeit
\ § seiektioniertes Biindel
\ |
v
g Detektor
e
Kollimator-
schlitze Rotierende
Scheiben

Abbildung XI.11: Schematischer Aufbau des Versuchs von Stern

Dieser Versuch ist leider sehr empfindlich und in der Vorlesung nicht nachzumachen. Deshalb
betrachten wir einen Versuch mit unserem ‘Gasmodell’. Dabei konnen wir die
Geschwindigkeitsverteilung betrachten und zudem nachweisen, dass unser Modell auch in

diesem Aspekt die Wirklichkeit ganz gut beschreibt.

Versuch X1.1: Geschwindigkeitsverteilung

Bei unserem Versuch wird ein Glaszylinder mit leichten Kugeln geflllt und auf eine
Rittelplatte gestellt. Ein frei beweglicher Stempel driickt im Ruhezustand auf die Kugeln. In
dieser Stellung kann man ablesen, welches Volumen die nicht-bewegten ‘Gasmolekile’
einnehmen.

Im ersten Versuchsteil betrachten wir den Stempel, wahrend wir die Rdttelplatte starten und
damit die Gasmolekiile in Bewegung versetzen. Wir beobachten, dass der Stempel steigt.

Offensichtlich erzeugt unser ‘Gas’ einen Druck auf das GefaR.
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Im zweiten Teil 6ffnen wir ein kleines Loch an einer Seite des Zylinders. Durch dieses Loch

verlassen nun gelegentlich Kugeln das GefaR. Ein Sortiergerdt neben dem Gefall fangt die

Kugel auf und zeigt damit die Haufigkeit der Flugweite, sprich der Geschwindigkeit.

Lauft der Versuch eine langere Zeit, so beobachtet man die in der Abbildung gezeigte

Verteilung.

" s =
LI
.
L 2
.
. e
v e
« @
° )
.
e * o |L _
. \i
-
. .
.
.
o

Sortiergerat

Ruttelmaotor

Abbildung XI.12 : Geschwindigkeitsverteilung der Molekiile eines Gasmodells
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Im letzten Versuchsteil wollen wir das Boyle-Mariott’sche Gesetz bewahrheiten. Hierzu legen
wir verschiedene Massen auf den Stempel und messen bei gleicher Riittelbewegung das
Volumen des Gases mittels einer auf den Zylinder gezeichneten Skala. Da der Druck des Gases
durch die Rdttelplatte gleich bleibt, der Druck durch die Gewichte jedoch vergréBert wird,
muss das Volumen sich verringern. Bertcksichtigt man bei der Berechnung des Produktes von
Volumen und Gesamtdruck das anfanglich gemessene Eigenvolumen des Gases, so kann man

mit diesem Aufbau das Boyle-Mariott’sche Gesetz auf 10% genau bestétigt finden.

Die Geschwindigkeitsverteilung fur ideale Gase haben alle eine charakteristische Form. Die
Geschwindigkeitsverteilung ist von der Temperatur abhéngig: Je gréRer die Temperatur und
damit die kinetische Energie der Molekile ist, desto weiter fliegen sie. Bevor wir die
Geschwindigkeitsverteilung jedoch genau herleiten und interpretieren, betrachten wir zuvor

qualitativ die Geschwindigkeitsverteilung n(v) zweier idealer Gase:

Geschwindigkeitsverteilung n(v) von Stickstoff-Molekdlen

n(v)
in

[s/m]
1,5-10-3+

110737

.

1000 1500 - - 2000

C v in [m/s] 500
Abbildung XI1.13 : Geschwindigkeitsverteilung von N,-
Molekulen
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Geschwindigkeitsverteilung n(v) von Luft-Molekullen

.u]’
3!
l

n(v) in [s/m]

1000K ;
000K

9 vin [m/s] 500 000 500

Abbildung XI1.14: Geschwindigkeitsverteilung von Luft

Unabhéngig von der Verschiebung durch die Temperatur kann man den beiden Diagrammen
eine charakteristische Form der Graphen entnehmen. Unterhalb der hé&ufigsten
Geschwindigkeit, d.h. im ansteigenden Teil des Graphen verlauft dieser parabolisch. Hier
scheint n(v) ~ v* zu sein. Im fallenden Teil des Graphen sieht man einen exponentiellen

Verlauf, also n(v) ~ €".

X1.4 Theoretische Berechnung von n(v)

In diesem Kapitel wollen wir die grob skizzierten Geschwindigkeitsverteilungen und deren
Abhéngigkeiten von den Zustandsgrofien eines Gases theoretisch herleiten. Diese Berechnung
ist leider nicht ganz trivial, fihrt aber zu einer der wichtigsten Formeln der Physik allgemein,
die auch in anderen Bereichen Giiltigkeit hat.

Zunachst leiten wir die sogenannte ‘Boltzmann-Verteilung’ her:
X1.4.1 Boltzmann-Verteilung
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Der osterreichische Physiker Ludwig Boltzmann, 1844 - 1906, leitete ausgehend von der
barometrischen Hoéhenformel eine Beziehung her zwischen Energie und Teilchendichte der

Gasmolekule in einem idealen Gas. Fir diese Herleitung betrachten wir, wie gesagt, zunachst

P exp(— _poghj :
Po Po
Diese Formel beschreibt die Druckverteilung von Gas unter dem Einfluss der Schwerkraft (vgl.

Kapitel 11X.6 S.221.

Mithilfe der Idealgasgesetze konnen wir den Exponenten umformen, wobei wir zunéchst

die Barometrische Héhenformel:

annehmen, es handele sich um ein mol Gas. Dann folgt mit dem Volumen eines mol V,, ,der

Masse M eines mol des Gases und der Masse m eines Molekiils

mit p, =£ = L=exp[— Mgh J
VmO pO Vmo pO
mit M=m-N4 = L:exp _M
Po Vin,Po

mit dem Idealgasgesetz fur ein mol

VingPo =RT s 2 xp[ - Nagh)
P exp| - Moh
= - =€Xp| o
NA
mit k=i = L=exp[—m—gh)
Na Po KT

Der Ausdruck mgh gibt die potentielle Energie W5 eines Molekiils im Schwerefeld wieder.

Mit W, = mgh = — =eX
P g o pl - kT

Nun schreiben wir noch den Druck p um, indem wir die Teilchenzahldichte betrachten. Dabei
definieren wir die Teilchenzahldichte n in Analogie zur Massendichte als Quotient aus den in

einem Volumen V enthaltenen Teilchen N und dem VVolumen.

Definition X1.8: Die Teilchenzahldichte n ist der Quotient aus den in einem

Volumen V enthaltenen Teilchen N und dem Volumen: n = %
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Bei konstanter Temperatur ist die Teilchenzahldichte n proportional zum Druck, da p-V~ N

ist bei konstantem T. Betrachten man ferner die Masse M als konstant, so folgt

n ( Wp)
No KT

Diese Gleichung ist die Boltzmann-Verteilung.

Merke: Das Verhéltnis der Teilchenzahldichte von der potentielle Energie der

Molekiile eines idealen Gases wird gegeben durch die Boltzmann-Verteilung

n ( WP)
—=exp| ——|.
Ng KT

Anders ausgedrickt gibt diese Gleichung wieder, wie die Teilchenzahldichten n und n, sich
verhalten, wenn sie an diesen Orten die potentielle Energie W und W, haben. Potentielle
Energie kann dabei Schwereenergie, aber auch z.b. elektrische Energie sein. Deshalb formuliert
man fiir allgemeine Energiezustande W, eine Aussage Uber die Wahrscheinlichkeit, mit der

Gasmolekile eines Systems diese Energie besitzen:

Merke: Wenn die Molekiile eines Systems bei der Temperatur T verschiedene Energien Wi;

einnehmen konnen, dann geschieht das mit der Wahrscheinlichkeit p; :

g ex (_ﬂj
i =i exp| - =]

Dabei ist g; das statistische Gewicht des Zustandes i. Verschiedene Zustdnde haben
verschiedene statistische Gewichte, wenn ihre Wahrscheinlichkeit schon abgesehen von allen
energetischen Betrachtungen verschieden ist. Diese Gleichung wird zentrales Theorem der

statistischen Mechapijk genannt:

Zentrales Theorem der statistischen Mechanik:

. (_&)
Pi =g exp T

Fur kontinuierliche Werte der Energie W statt diskreter Zustande i schreibt man
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B(W) = g(W) exp(— k_VD .

Mit dieser Gleichung lasst sich die Geschwindigkeitsverteilung von Gasmolekilen berechnen:
X1.4.2 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung
Ziel der folgenden Berechnung ist es, eine exakte Gleichung fur die
Geschwindigkeitsverteilung n(v) zu bekommen. Quantitativ hatten wir schon anhand der
Abbildung XI. festgestellt, welche Elemente die Gleichung enthalten muss. Nun betrachten wir
die mathematische Herleitung:
Fur die Molekile der Masse m eines Gases kann man die kinetische Energie angeben mit
1
Wic =3 mv2.

Nach Boltzmann nehmen diese Molekiile diese Energie mit einer Wahrscheinlichkeit ein von

Lv?
2

KT

Py =9y EXp| -

Der Index , bezeichnet hier die Abhéngigkeit der Energiezustdnde von der Geschwindigkeit v.
Das statistische Gewicht g, ist in diesem Fall die Zahl der mdglichen Zustande mit einer
Geschwindigkeit zwischen v und v + dv. Bei diesem Ansatz wurde bedacht, dass eine exakte
Geschwindigkeit v nicht zu bestimmen ist, sondern immer mit einer Ungenauigkeit dv behaftet
ist. Betrachtet man nun den Geschwindigkeitsraum, d.h. den Raum, der durch die
Geschwindigkeitskomponenten v, v, und v, aufgespannt wird, so beschreiben die Vektoren v
und v+dv zwei konzentrische Kugelschalen. Das kann man sich mit einer Skizze
veranschaulichen: Nur die Lénge der Vektoren vund Vv -+dvsind bekannt. Die Zahl der
mdglichen Zustdnde mit einer Geschwindigkeit zwischen v und v + dv entspricht also der

Anzahl der Punkte zwischen diesen Kugelschalen, also dem eingeschlossenen VVolumen.
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N

ng XI1.15; Ge%chwindigkeits\\ um

Also gilt mit

g, = 4nvidv

2
= 4nv2dv - ex _mv
Py =am p( 2ij

Fur uns ist jedoch nicht die Wahrscheinlichkeit interessant sondern die wirkliche Verteilung,
deshalb betrachten wir N(v), wobei N(v) ~ py ist.

2
dN(V) ~ 4nv2dv - ex _mv
V)~ 4n p( 2kTJ

2
mit n(v) = %i—N folgt n(v)Ndv = C 4nv2dv- exp[— %J
v

mit der Proportionalitatskonstanten C.

Die Gesamtzahl der Teilchen muss erhalten bleiben, also muss gelten:

c]On(v)dv =1
0

2
C-4nv? - exp[— ﬂj dv=1

also folgt
2KT

1
N

o8

Die Losung des Integrals Giber Substitution ergibt die

Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung:
3 2
n(v)=4n( m )2V2 cexp| - V|
27kT 2kT

Die exakte Rechnung kann im Anhang nachgelesen werden.

Wichtig an dieser Stelle ist es vor allem, den quadratischen Term und den exponentiellen Term
zu erkennen. Diese beiden Faktoren hatten wir aus dem Diagramm bereits abgelesen. Ferner ist
wichtig zu wissen, dass der Boltzmannfaktor in dieser Gleichung steht und wie die Gleichung

entsteht.

X1.4.3 Brownsche Molekularbewegung
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Wir haben festgestellt, dass Teilchen in einem Gas mit der Temperatur T die mittlere kinetische
Energie ng haben. Wie grof3 das Teilchen ist spielt aufgrund der Gleichverteilung keine

Rolle. Falls sich also Schwebeteilchen in einem Gas oder auch in einer Flussigkeit befinden,
stellt sich ein Gleichgewicht zwischen der Energie der Gasmolekile und der Schwebeteilchen
ein. Mit derselben kinetische Energie fliegen die schwereren Teilchen aber langsamer. Fur ein

Teilchen mit 1um Durchmesser und einer Masse von 10™ kg folgt bei Zimmertemperatur T =

300 K eine mittlere Geschwindigkeit von \/v_2 ~3MMm
S

Diese Bewegung ist unter einem Mikroskop deutlich zu beobachten. Auf diese Weise stiel der
Botaniker Brown?, der zunachst aufgrund der regellosen, zuckenden Bewegungen die
Schwebeteilchen in Pflanzenzellen fir Lebewesen hielt, 1827 auf einen direkten Beweis der

kinetischen Gastheorie.

Wir wollen die Brownsche Molekularbewegung anhand unseres Gasmodells und anschlief3end
in einem Film betrachten:

Versuch X1.2: Brownsche Molekularbewegung

Fur diese Demonstration geben wir zu den kleinen ‘Gasmolekilen’

. . ¢ noch grolere  Schwebeteilchen, in unserem Fall groRere
. ° Styroporkugeln in den Zylinder. Versetzt man die Molekdle jetzt mit
¢ ,O * Hilfe der Ruttelplatte in Bewegung, so kann man beobachten, dass die

. O. .O . kleinen Kugeln bald zu schnell werden, um sie mit bloem Auge

« O O aufzuldsen. Die groferen Kugeln hingegen fliegen so langsam, dass

man ihre Bahn mihelos verfolgen kann.

Abbildung XI.16:
schematische Darstellung des
Versuchs XI.2

Eine Filmaufnahme zeigt die Bewegung von Fetttropfen einer Milchemulsion unter dem

Mikroskop und die Molekularbewegung von Bakterien.

X1.4.4 Definition der mittleren Geschwindigkeit
In diesem Kapitel wollen wir noch einmal auf die Definition XI.6 zu sprechen kommen.
Bisher haben wir einen Mittelwert der Geschwindigkeit definiert und diesen stets als den

Mittelwert bezeichnet. Tatsachlich unterscheidet man in den Naturwissenschaften zwischen

2 Robert Brown, 1773 - 1858, war ein englischer Botaniker.
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verschiedenen Mittelwerten. Deshalb muss man genau unterscheiden, um welchen Mittelwert
es sich bei einer Rechnung handelt.

Der am hdufigsten genutzte Mittelwert, der zudem meist gemeint ist, wenn der Begriff nicht

weiter spezifiziert wird, ist der arithmetische Mittelwert.

Diesen hatten wir definiert als v2 =,

Ferner wird die wahrscheinlichste, oder haufigste Geschwindigkeit dlefiniert. Diesen Mittelwert

der Geschwindigkeit kennzeichnen wir mit dem Index ,, fir ,,wahrscheinlichster”. Tragt man
die Haufigkeit aller mdglichen Geschwindigkeiten auf, so ist die wahrscheinlichste die, die am
haufigsten vorkommt, also das Maximum der Geschwindigkeitsverteilung. Mit dieser
Definition kann man die wahrscheinlichste Geschwindigkeit berechnen, wenn man bedenkt,
dass die Geschwindigkeitsverteilung an dieser Stelle ein Maximum und damit deren Ableitung

an dieser Stelle einen Nullpunkt hat. Die Geschwindigkeitsverteilung kennen wir

3

- 2
n(v):4n( m jzvz-exp v
21kT 2kT
Die Bedingung M: 0
dv
_ B 2
41{ m jzvz-exp _mv
27kT 2kT
liefert 0==t
dv
I 2 mv2
Veexp| - ——
5]
= 0==

dv

2 2
= 0=2v-exp| — | 4 v2 . exp| (—Zv.ﬂj
2kT 2kT 2kT
— mv? 3 m
= 0=exp (2v—2v —)
2kT 2kT

mit exp(u) =0 = 0=(2v—2v3 i)
2KT
mit v=0 = o:(z_VZ.ﬂj
kT
= & '£=2
KT
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= vi=2"2
m
= Vy = 2E
m
Damit schreibt man die wahrscheinlichste Geschwinligkeit
als Vy = ZE.
m

Ein Vergleich der beiden mittleren Geschwindigkeiten zeigt:

1 75 3

mitv_zin der Gleichung Em-v =§kT
und der Gleichung vy = 2£
m
1 2
folgt gm-v =KkT
und %m-vﬁ,sz
.- 1 2 1 —
Damit gilt “m-v3 ==-m-v
g 5 w=3
= %-vﬁvzv_z
o [123-v, =V

Mit dieser Beziehung kann man die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung besser schreiben

als n(v)—iﬁex i
R

Als dritte Mdglichkeit der Mittelwertbildung definiert man die mittlere Geschwindigkeit als
Mittelwert der Verteilung n(v). Damit ist die

mittlere Geschwindigkeit

~+00
[v-n(v)dv
mit n(v) definiert als V= —

[ n(v)dv

—00
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Mit der bereits eingefiihrten Normierung [ n(v)dv =1
0

—  tx
folgt v= [v-n(v)dv
0

Eine analoge Rechnung zur Berechnung der Geschwindigkeitsverteilung und der Vergleich mit
der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit v,, fihrt zu dem Ergebnis

\_/:ivw ~113v,,.

Jr

Die Lage der verschieden definierten mittleren Geschwindigkeiten sind in diesem Diagramm

aufgetragen:

A

™~
N Abbildung X1.17:
Geschwindigkeits-
verteilung n(v) und
die drei mittleren

Geschwindigkeiten.
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