IX. Stromende Flussigkeiten und Gase

In Kapitel 11X haben wir nur ruhende
Flussigkeiten und Gase untersucht. Dabei
konnten wir Gase und Flussigkeiten meistens
zusammen untersuchen. Das Gebiet der Physik,
welches sich mit ruhenden Flussigkeiten befasst
wird Hydrostatik, die Beschaftigung mit
ruhenden Gasen wird Aerostatik genannt.

Nun wollen wir die Bewegung von

Flussigkeiten und  Gasen, also  die

Hydrodynamik  und  die  Aerodynamik,
Abbildung IX.1: Im Alltag begegnet man oft ) ) ] )
strémenden  Flissigkeiten und kann deren untersuchen. Auch diese beiden Gebiete kénnen
GesetzmaRigkeiten erkennen. In einem engen
Querschnitt beispielsweise stromt das Wasser
eines Flusses schneller als davor. Hinter Folgenden werden wir deshalb nur dann gesondert
Briicken bilden sich oft Wirbel. Dieses . ] ] )
Verhalten strémender Fliissigkeiten wollen wir darauf —hinweisen, wenn Aussagen, die fur

in diesem Kapitel néher untersuchen.

weitgehend gemeinsam behandelt werden. Im

Flussigkeiten hergeleitet werden, nicht fur Gase
gelten. Da, wie wir gesehen haben, Gase eine recht grofe Kompressibilitat besitzen,
Flussigkeiten hingegen inkompressibel sind, missen wir bei den folgenden Berechnungen
davon ausgehen, dass die betrachteten Geschwindigkeiten klein sind, und auch die wirkenden
Drucke sollen so klein gewahlt werden, dass die Kompression der Gase vernachlassigt werden
kann. Eine vollstandige Behandlung stromender Flissigkeiten und Gase erfordert die Kenntnis
aller wirkenden Krafte, also insbesondere der Druckkréfte, der Schwerkraft und der
Reibungskréfte.

Die hier hergeleiteten Naherungen sind also nur gut fiir kleine Geschwindigkeiten und kleine

Drucke.

I1X.1 Ideale stationdre Stromungen

Das Adjektiv “ideal” hatten wir bereits fir Gase eingefiihrt. Dabei hatten wir ideale Gase
definiert als Gase, in denen keine zwischenmolekularen Kréfte wirken. Analog wollen wir nun
ideale Stromungen definieren als Stromungen, bei denen die Bindungskrafte zwischen den
Molekiilen ebenfalls vernachlassigt werden konnen, d.h. reibungsfreie Strdmungen. Diese
Darstellung stellt jedoch vor allem im Bezug auf Flussigkeiten eine Vereinfachung dar, die in

den folgenden Kapiteln korrigiert wird. Zundachst nehmen wir aber an, es sei bei der Bewegung
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von Flussigkeiten und Gasen keine Reibung und damit auch kein Verlust mechanischer Energie

gegeben.

Strdmungen kdnnen auf verschiedene Weisen dargestellt werden:

Strombahnen, auch Bahnlinien genannt, geben die

) - \ Bahn der Flussigkeitsteilchen an. Man kann die

// /-// / T \, Bahnlinien z.b. dadurch sichtbar machen, dass man
/////\;/ // Kork-Partikel in die Flssigkeit gibt.
ST T / - : :

////;/ /%/ Stromlinien ~ geben  die  Richtung  der
/“7';/ g Geschwindigkeit Tangente an Stromlinie an. Aus
i’f/// der Mechanik kdnnen wir deshalb sagen, dass sie
Abbildung IX.2: Stromrohre die Tangenten an die Stromlinien in jedem Punkt

sind.

Aus dem Alltag weill man, dass es verschiedene Arten von Strémungen gibt. Ein Beispiel ist
die Wasserstromung in einem Fluss: Bei langsamer Stromung oder in der Mitte eines Flusses
flieBt das Wasser gradlinig. Ist ein Hindernis im Wasser, so stromt das Wasser darum herum
und bildet unter Umstanden Verwirbelungen. Diese verschiedenen Stromungen flihren zu einer
Dreierklassifizierung:

e Stationdre Stromung

e Laminare Strémung

e Turbulente Strémung

Beginnen wir zunéchst mit der einfachsten Form der Strémung:

IX.1.1 Stationdre Stromungen

Bei stationdren Stromungen flieBen alle Wasserteile mit derselben Geschwindigkeit geradeaus
in dieselbe Richtung. Gibt man kleine Kork- oder Aluminium- Kérperchen in die Strémung, so
flieBen diese parallele Bahnen lang. Die Bahnlinien sind folglich Parallelen. Die Stromlinien,
gegeben durch die Anderung der Geschwindigkeit, sind die Tangenten an diese Graden, also
mit den Parallelen identisch. Weder Stromlinien noch Strombahnen &ndern sich mit der Zeit.
Man kann bei stationdren Stromungen deshalb das Geschwindigkeitsfeld sichtbar machen, denn

sie entsprechen den Strombahnen.

[Merke: Bei stationaren Stromungen sind Stromlinien und Strombahnen identisch.J

Seite 233 IX Kapitel: Stromende Flissigkeiten und Gase Skript Experimentalphysik |



I1X.1.2 Laminare Stromungen

Auch bei laminaren Strdmungen kreuzen die Strombahnen sich nicht. Laminare Strémungen
entstehen z.b. dadurch, dass Hindernisse in eine stationdre Stromung gebracht werden. Die
Wasserteilchen miissen nun um das Hindernis herum Strémen, sie andern also ihre Richtung

und auch ihre Geschwindigkeit.

Ist die Geschwindigkeit der stationdren Stréomung nicht zu grof, so entstehen hinter den
Hindernissen keine Wirbel

oder Turbulenzen. Dann

werden diese Stromungen,
bei denen Strombahnen nicht

gleich  Stromlinien  sind,

laminare Strémungen

Abbildung 1X.3:Strombahnen bei einer laminaren Strémung

genannt.

Wir wollen in einem Versuch stationdre und laminare Strémungen sichtbar machen:

Versuch 1X.1: Stromlinienapparat

Bei diesem Versuch wird ein Glaskasten von einer Flissigkeit durchflossen. Zunéchst befindet
sich in dem oben offenen Kasten kein Hindernis. Da der Flissigkeit emulgierende Teilchen

zugesetzt sind, kann man die parallelen Strombahnen beobachten.

Nun werden nacheinander verschiedene Korper in die Stromung gebracht. Zunachst betrachten
wir einen Quader: Wird der Quader mit einer Spitze in Stromungsrichtung gehalten, so teilt
sich der Strom an dieser Spitze. Hinter dem Korper entstehen Wirbel. Dreht man den Quader
mit einer Seite in die Stromung, so sind viel mehr Wirbel zu beobachten. Bei einem Keil
hingegen, der auch mit der Spitze in Strémungsrichtung eingetaucht wird, entstehen nur wenig
Wirbel an der flachen Rickseite. Zuletzt betrachten wir die Stromung um einen abgerundeten
Keil, eine Art Flugzeugfligel herum. Hier entstehen keine Wirbel, man sieht eine laminare
Strémung. Deutlich ist zu erkennen, dass die Teilchen um das Hindernis herumschwimmen und

dabei ihre Richtung und Geschwindigkeit &ndern.

Das ist einfach zu erklaren: der Gesamtmassendurchfluss muss konstant bleiben, das bedeutet,
dass jedes Wasserteilchen, das in den Behélter hineinflieit auch wieder herausflieien muss. Da

das Volumen nicht verandert wird und auch die Dichte konstant bleibt, ist dies die logische
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Schlussfolgerung. Die quantitative Untersuchung dieser Uberlegung filhrt zur sogenannten

Kontinuitatsgleichung:

1X.1.3 Kontinuitatsgleichung

Zur Berechnung der Anderung der Geschwindigkeit von Wasserteilchen, die einen verinderten
Querschnitt passieren, gehen wir also von der Annahme aus, die Strémung sei laminar und die
Kompressibilitat « sei null. Betrachten wir nun eine Flissigkeit, die durch einen Schlauch

flieRt, der sich verengt.
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W Abbildung IX.4: laminare Strdmung durch
g5 ein Rohr mit verschiedenem Querschnitt

Fur ein Volumenelement dV einer Flissigkeit gilt:
dv =A;ds; = A, ds,
Die in diesem Volumenelement befindliche Masse dM ist dann
dM = pdV
mit konstanter Dichte p.

Dann stromt durch die Flache A; in der Zeit dt die Masse

dt dt

dM ds

MitdV, = A; ds; folgt —— =pA,—%
L= A 1O at P gt

Die Massenerhaltung besagt, dass dieselbe Masse pro Zeit auch durch die geringere

Querschnittsflache A, flieBen muss.

ds, ds
Also gilt A,—2=pA,—*
g P dt =pAy dt
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o AS Al
dt dt

. ds;
mit v, = —- = A,v,=Ayv,

wenn die Dichte konstant, also k gleich null ist.

Das Verhaltnis von Querschnittsflache und der Geschwindigkeiten ist also umgekehrt

proportional. Diese Formel wird Kontinuitatsgleichung genannt; sie gilt aber nur fir x = 0.

A Vv
Kontinuitatsgleichung fiir inkompressible Fliissigkeiten: A—1:—2
2 Vl

Die Ursache der Geschwindigkeitserhéhung ist eine Druckdifferenz Ap = p, - p1.

1X.2 Bernoullische Gleichung
Die Druckdifferenz wurde zuerst von D. Bernoulli (1700 - 1782) berechnet. Seine Ldsung ist

als Bernoullische Gleichung bekannt; auch sie gilt nur fur ideale, inkompressible Flissigkeiten.

1 »
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Abbildung 1X.5: laminare Stromung durch ein ansteigendes Rohr mit verandertem Querschnitt
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Um die Druckdifferenz Ap = p, - p: berechnen zu koénnen, betrachten wir wieder
Volumenelemente einer Flissigkeit in einem Schlauch mit sich verengendem Querschnitt.
Zugleich wollen wir aber die Annahme fallen lassen, der Schweredruck sei vernachlassigbar.
Wir setzen also voraus, der Schlauch steige um eine Hohe Ah an. Der Schweredruck soll

beriicksichtigt werden.
Aus der Annahme der Inkompressibilitat « = 0 kénnen wir mit
dm = pdV

direkt angeben dv,;=dV, :d_m

P
Aus der Berechnung fur die Kontinuitatsgleichung kennen wir die Gleichung

A; ds; = Axds,

Stellen wir uns vor, die Volumenanderungen dV wirden durch Kolben vorgenommen. Die
Verschiebungsarbeiten, die geleistet werden, um die Volumen zu verandern, sind gegeben als

Produkt aus aufgewendeter (konstanter) Kraft und zuriickgelegter (gradliniger) Strecke:
dwW; =F; ds;

Mit der Definition des Drucks als Kraft pro Flache folgt
dW; = p; A; ds;

und mit dV, = A; ds; folgt dW;=p; dV.

Analog gilt dwW, = p, dV

Wegen der Energieerhaltung muss die zusatzliche Geschwindigkeit, bzw. kinetische Energie
dW, und die Hohe, bzw. potentielle Energie dW, von der geleisteten Arbeit dW, aufgebracht

werden:
dW; =dW, + dW, + dW, Energiesatz
Die potentielle Energie im Schwerefeld kénnen wir direkt angeben mit
dw, =dm-g(h, —h,)
< dw, =p-dV-g(h,-h,)

Die kinetische Energie aufgrund der Stromungsgeschwindigkeit betragt
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Einsetzen in die Gleichung der Energieerhaltung liefert:
pdV = pdV + pg (h; - hy) AV + %2 p (v, - vi%) dV

© pitpghi+¥%pvi=p+pghy+%pvy’

= | p+pgh+% pv?=const

Merke: Fur strémende, inkompressible und ideale Flissigkeit gilt die Bernoulli- Gleichung

p+pgh+% pv?=const

Diese Gleichung gilt eigentlich nur flr ideale Flissigkeiten mit k = 0, ist aber haufig auch fur

reale FlUssigkeiten eine sehr gute Naherung, solange v, k und die innere Reibung nicht zu grof3

sind.

p gibt den hydrostatischen Druck an, also den Druck auf ein mitbewegtes
Volumenelement.

pagh gibt den Schweredruck an.

%p V2 gibt den hydrodynamischen Druck, auch “Staudruck” genannt, an.

Mit dem Schweredruck haben wir uns schon beschéftigt: p g h nimmt mit der Hohe zu, d.h. der

hydrostatische Druck nimmt mit h ab.

Im Folgenden wollen wir den hydrodynamischen Druck, d.h. den Staudruck néher untersuchen.
Da wir den Schweredruck bereits analysiert haben, setzen wir nun zur Vereinfachung den
Hohenunterschied, den das Wasser Uberbriicken muss gleich null: Ah = 0. Wir betrachten damit
wieder ein Rohr, dessen Querschnitt sich andert, analog zu den Betrachtungen von Seite. Bei
dieser Untersuchung hatten wir festgestellt, dass die Querschnitte des durchflossenen Rohres

umgekehrt proportional sind zu den Strémungsgeschwindigkeiten.

Aus der Bernoulli-Gleichung p+pgh +%pV2 =const.
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folgt mit Ah =0 er%pv2 =const.

Betrachten wir ein Rohr mit dem Durchschnitt A;, in dem eine Flissigkeit mit der

Stromungsgeschwindigkeit v, flieBt. Dann herrscht dort ein hydrostatischer Druck p;. An dieser
Stelle des Rohres gilt nach Bernoulli p1+%pV12 =const.
In einem engeren Stiick des Rohres nimmt die Geschwindigkeit zu. Hier gilt
D, +%pv22 =const.
Insgesamt gilt dann flr das Verhaltnis der beiden Gesamtdrucke

p+£v2—p Lo,
12P1 2292-

e Spv’ —EPsz = P2— P2
2 2
Mit v, > v, gilt %pvlz—%pvz2 >0
Daraus folgt p,—p; >0

< P2>P
An der Einschniirung eines von einer Flissigkeit durchflossenen Rohres nimmt der

hydrostatische Druck p also ab.

Merke: Der Querschnitt eines Rohres und die Geschwindigkeit einer darin
stromenden Flussigkeit sind umgekehrt proportional.
Der Querschnitt eines Rohres und der hydrostatische Druck einer darin

stromenden Flussigkeit sind proportional.

Zu diesem Ph&nomen konnen einige Versuche betrachtet werden:

Versuch 1X.2: Statischer Druck

Ziel dieses Versuches ist es, qualitativ zu bewahrheiten, dass bei einer Querschnittsverjingung
eines Rohres der hydrostatische Druck abnimmt. Hierzu betrachten wir folgenden
Versuchsaufbau: Drei Réhrchen mit gleichem Durchmesser sind senkrecht auf einem dickeren
Rohrchen befestigt, wobei eine Verbindung zum waagerechten Rohr besteht. Nun wird das
waagerechte Rohr mit einem Schlauch verbunden und mit Wasser geftllt. Trennt man dann die
Wasserversorgung ab, ruht also die Flissigkeit in dem Rohr, so steht die Flissigkeit in allen
drei Rohrchen gleich hoch.
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Dann wird der Schlauch wieder angeschlossen und
das Wasser stromt. Man kann beobachten, dass die -
Wassersaule im ersten Réhrchen héher steht als im —_—
zweiten, und in diesem wiederum hoher als im - T

dritten. Offensichtlich findet ein Druckabfall statt,

obwohl keine Querschnittsverengung des Rohres

existiert. Der lineare  Druckabfall  rithrt ===z —— —r-—==—2o— — —

offensichtlich von einer Art Reibung her, die im —
Abbildung IX.6a: Je weiter die Réhrchen in
Strémungsrichtung verschoben sind, desto

Beobachtung werden wir spater gesondert Niedriger steigt das Wasser.

Innern der Flussigkeit stattfinden muss. Diese

untersuchen. Zundchst markieren wir die so
ermittelte Steighthe in jedem Rd&hrchen. Die Verbindung der Héhenmarkierungen fuhrt zu
einer Graden.
Nun verwenden wir einen anderen Versuchsaufbau,
T #\ der nur durch eine Querschnittsverjingung des
- "= — waagerechten Rohres unterhalb des mittleren
- - I“\ 3 Réhrchens von dem ersten abweicht. Lassen wir nun
P .i T ;‘23 ﬁ; Wasser durch das Rohr strémen, so sehen wir, dass im

mittleren Rohr der niedrigste Pegel angezeigt wird.

Die zuvor ermittelte Grade, die den Druckabfall durch

Reibung angibt, zeigt, dass Rohr 1 und Rohr 3

denselben hydrostatischen Druck haben, nur bei der

Abbildung IX. 6b: Druckverteilung in ) . . . )
einem durchstrémten Rohr mit einer Verringerung des Querschnitts sinkt die Wassersaule.

Einschnirung. Analog kann man ein Rohr verwenden, das in der Mitte

einen groéReren Querschnitt hat, als an den Seiten. Dann steigt das Wasser in der Mitte hoher.

Um die verschiedenen Drucke zu messen, die in einer stromenden Flussigkeit herrschen, kann
man verschiedene Druckmesssonden verwenden. Mithilfe dieser Druckmesssonden versuchen

wir nun, die Druckverhéltnisse experimentell zu bestimmen:

Versuch 1X.3: Druckmesssonden

\1 \')

A Ao

P2
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Zunéchst betrachten wir noch einmal die Stromung durch
ein horizontales Rohr mit Verengung. Wir hatten qualitativ
ermittelt, dass der hydrostatische Druck in der Taille des

Rohres am kleinsten sein

muss, da die
Stromungsgeschwindigkeit dort am groéften ist. Um dies
nun auch quantitativ. zu messen, benutzen wir eine
sogenannte Venturi - Duse. (Bild d) Diese Dise misst die
Durchflussrate. Die Messung der Druckdifferenz vor und in

der Verengung genugt uns, um die

Stromungsgeschwindigkeit berechnen zu kénnen:

Aus

fOIgt mit viA; = Vo Ay

Zpui? 2 pv’ = Py
291 292 2~ P1-

1 A2
Pi-p2= = pvi’ (—5—1)
2 A2

und damit gilt flir die Geschwindigkeit

Eine andere Modglichkeit, den hydrostatischen Druck zu
messen, bietet die Sonde in Bild a. Mit dieser Sonde kann der
statische Druck des vorbeistromenden Mediums gemessen
werden. Wenn der Aullendruck po bekannt ist, berechnet sich

aus der HOhendifferenz der beiden Wassersaulen mit

der hydrostatische Druck p.
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<~ Mit Hilfe des Pilot-Rohres (Bild b) misst man den Druck im

Y j Staugebiet. Die Offnung der Sonde ist vorn, wo die Stauung
~ i eintritt, so dass dort die Strémungsgeschwindigkeit v; = 0
' herrscht.
Bo [
S : 1 1
L < Aus SVt = Spvy® = po-py
ST 2 2
I~ o, 1
NS0 UBg folgtmitvi=0 —=pv,2 = p,—py.
| i} 2
Ny e
< N Der hydrostatische Druck p, in der Sonde ist damit
. \-, :‘
(b)) W e 1 2
N’ Ny PL=5pVe +P2 -

Mit dieser Sonde kann man den Gesamtdruck messen.

Eine Messung des Staudrucks kann man mit dem Y 1__)
Praudtl’schen Staurohr (Bild c) vornehmen. Diese Sonde ist : — = ;
eine Kombination aus Sonde a und b. Hiermit misst man den 4“ L )!
Staudruck o l}“t 5 !
e
Mit  dieser  Gleichung kann  man  dann  die t,‘ {i
: b A
|

Stromungsgeschwindigkeit berechnen: o~ EL
[2(p, - -
v |2 Pg —P)
p

Diese Eigenschaften stromender Flissigkeiten und Gase macht

Luf{ -
.-=—--—---1.s§§5; man sich bei verschiedenen Anwendungen zu nutze. Bei einem
E_; " Zerstauber wird mit Hilfe des Unterdrucks eine Flussigkeit aus
a einem Behalter W
) :—‘ [ aﬁ%&‘\\‘ py

hochgehoben. e o = e

Dieses Prinzip wird in

Tel, vy

groBem Umfang bei
Luft Rezipient

Wasserstrahlpumpen

verwandt; Ein

@

Abbildung 1X.8: Zerstauber

alggig Ayvendungsbeispiel|y i anitel: Stromende Fliissigkei @
fur Unterdruck durch

Querschnittsverengung

Abbildung 1X.9: Wasserstrahlpumpe



Wasserstrahl fliet hierbei durch eine Verengung und erzeugt damit einen Unterdruck. Von
diesem Unterdruck angesaugt, steigt eine Flussigkeit oder ein Gas aus einem Behalter nach
oben. Wendet man dieses Prinzip auf ein mit Gas gefulltes Gefdl} an, so erhédlt man eine

einfache Vakuumpumpe.

Versuch 1X.4: Schwebender Styroporball
Durch Unterdruck kann man auch Kdrper in strémenden Gasen
stabilisieren. Bei unserem Versuch wird ein Styroporball in den

Luftstrahl eines Gebléses gebracht.

Der Styroporball
wird im Luftstrahl
durch Unterdruck
stabilisiert da der
Luftdruck p,, an
der Stelle, an der
sich die Luft
unterhalb der
Kugel staut,

kleiner ist als der

der

Abbildung 1X.10: Ein leichter Ball kann in
einem Luftstrom schweben.

vorbeiflieBenden Luft. So entstent durch den
Unterdruck eine Gleichgewichtslage, in die der
Ball auch nach einer Ablenkung zuriick fliegt. Auch in einem geneigten Luftstrom wird der Ball

noch gehalten.
I1X.3 Laminare Stromungen realer Flussigkeiten

Wie wir bereits in Versuch 1X.2 gesehen haben, kann die Reibung bei der Betrachtung von

stromender Flissigkeit nicht vernachléssigt werden. Im Folgenden werden wir deshalb von der
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Idealisierung der Flissigkeiten, also Flussigkeiten ohne Reibung, zu realen Flissigkeiten, d.h.

Flussigkeiten mit zwischenmolekularen Kraften und damit mit Reibung, Gbergehen.
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1X.3.1 Das Newtonsche Reibungsgesetz
In einem Gedankenexperiment betrachten wir zwei parallele Platten, zwischen denen sich eine
Flussigkeit befinde. Die Platte (CD) wird mit einer konstanten Kraft F an Flache (AB)

entlanggezogen.

’ M.,__LM;—;%-L@" ‘%

Abbildung 1X.11: Die Flissigkeitsschichten gleiten mit
Reibung aneinander entlang (Schichten — laminar).

Die Platte bewegt sich (nach kurzer Anfangsphase) mit konstanter Geschwindigkeit V=V, .

Zwischen Platte und Flache bildet sich ein Geschwindigkeitsgefalle % aus, weil die Molekile

an der bewegten Platte haften und mitgezogen werden. Obwohl eine konstante Kraft Ursache
der Bewegunyg ist, findet keine Beschleunigung statt. Dieses Phdnomen hatten wir schon bei der
Reibung fur Festkorper angesprochen. Offensichtlich wirkt eine Reibungskraft der Zugkraft F
entgegen und ist dieser entgegengesetzt gleich groR.
Empirisch findet man zudem noch zwei weitere Besonderheiten:
1) Die Reibungskraft Fg ist proportional zur Flache A der Platten:

Fr~A
2) Die Reibungskraft ist proportional zur Anderung der Geschwindigkeit mit dem Abstand h

L
dh

Zusammengefasst flihren diese Beobachtungen zu einem Kraftgesetz der Form

dv
Fr~A—
AP

Die Proportionalitatskonstante ist eine Materialkonstante. Sie ist der Koeffizient der inneren

von der bewegten Flache: Fr

Reibung und wird Viskositéat oder dynamische Z&ahigkeit genannt und mit n bezeichnet.
Der gesamte VVorgang wird also durch das empirische Gesetz beschrieben

FR=nA av Newtonsches Reibungsgesetz

dh

Seite 245 IX Kapitel: Stromende Flissigkeiten und Gase Skript Experimentalphysik |



Merke: Die Reibung innere Reibung einer Flussigkeit wird angegeben durch das

Newtonsche Reibungsgesetz: Fr =n A :—\;
Einheitenbetrachtung:
Die Einheit der Viskositat ist: [n] =1 N—i =1Pa-simSl.
m

Als alte Einheit wird gelegentlich noch 1 Poise verwendet mit 1 N—i =1Pa-s=10 Poise.
m

Notation IX.1: Der Kehrwert der Viskositat n wird Fluiditat genannt.

Die Viskositdt von Fllssigkeit ist stark temperaturabhangig. Bei Motorendl z.b. wird die
Viskositat fur bestimmte Temperaturbereiche angegeben. Als Beispiel sei hier nur die

Temperaturabhangigkeit der Viskositat von Wasser und Glyzerin angefuhrt:

n(t) von Wasser in m Pas | n(t) von GlyzerininmPas

t=0° 1.79 12100
t=20° 1.002 1480
t=100° 0.282 14.8

Tabelle IX.1: Temperaturabhéngigkeit der Viskositat
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Eine direkte Uberpriifung dieses Reibungsgesetzes ist sehr schwer, obwohl es qualitativ
einsichtig ist, z.b. wenn ein Lo6ffel aus Honig gezogen wird. Um uns dennoch dem Gesetz

quantitativ zu nahern, betrachten wir folgenden Spezialfall laminarer Strémung mit Reibung:

1X.3.2 Anwendung des Reibungsgesetzes: Stromung durch ein Rohr

Das Newtonsche Reibungsgesetz kann genutzt werden, um

dr P die Stromungsgeschwindigkeit einer Flissigkeit, z.b. durch
\ ein Rohr zu berechnen. Diese Berechnung wurde von zwei
— Wissenschaftlern, Hagen, einem Ingenieur, und Poiseuille,

Fp einem Arzt, im Jahr 1840 durchgefihrt.
Fur die Berechnung betrachten wir ein Rohr mit dem Radius

R. Das Rohr habe die Lange .

Fr Zwischen den beiden Enden des Rohres herrsche eine
/"\\ Druckdifferenz p; - p;. Diese Druckdifferenz ist die Ursache

|
@/ fur eine Strémung durch das Rohr, sie erzeugt eine Kraft Fp.
Pl

F
Aus  p;—p, :Kpfolgt

Abbildung 1X.12:

zylindrisches F, = nr?(py —Pp,)
Flussigkeitselement mit

Radius r in einem Rohr des

Radius R

Betrachten wir nun einen Ausschnitt der strémenden Flssigkeit.
Hierzu wéhlen wir einen Flussigkeitszylinder, der konzentrisch im Rohr liegt. Zunéchst

berechnen wir mit dem Newtonschen Reibungsgesetz die Reibungskraft am

Flussigkeitszylinder mit Radius r und Lénge /:

dv
Fo=mn A —
RN dr
mit der Mantelflache A=2xnr/
folgt FR=n2nr€d—V
dr

Die Reibungskraft Fr muss im Gleichgewicht (stationdre Stromung) entgegengesetzt gleich der

Druckkraft F, sein, mit der die Druckdifferenz p; - p, auf den Flissigkeitszylinder wirkt:
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Wir kdnnen die Bewegung der Wasserteilchen als lineare Bewegung durch das Rohr ansehen,

deshalb betrachten wir nur die Komponenten der Kréfte entlang /.

Es folgt nrz(pl-pz):-nan/éz—v
r

Die Geschwindigkeitsverteilung % ist noch unbekannt. Um zu berechnen, wie sich die
r

Stromungsgeschwindigkeit mit der Entfernung vom Rohrmantel verandert, missen wir diese
Formel nach v auflésen. Dazu berechnen wir die

Differentialgleichung fur v(r)

Fo
dv(r) _ pP1—P r Py
dr 2n/
1 A
o jdv(r)_— —P2 jrdr
2n/

Mit den Randbedingungen vg = 0, denn die dulersten

Flussigkeitsmolekile haften am Rohr, ergibt sich daraus

O—Vr:—pl_pz E(Rz_rz)

2nl 2
o |v,=- p14n52(R2 )

Diese Gleichung gibt die Geschwindigkeitsverteilung in
Abhangigkeit

vom Abstand zum Rohr an.

p2

Dieses Gesetz stellt eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung
. Abbildung 1X.13:
vi(r) mit parabolische
Geschwindigkeitsverteilung

VR)=0 und vo(r=0)= P1=P2 g2 gar
4 nt

Wie groB ist nun der Gesamtstrom durch das Rohr? Um diese Frage zu beantworten, berechnet

man die Fllssigkeitsmenge dV, die in einer vorgegebenen Zeit t durch den Rohrguerschnitt

zwischen r und r + dr flieRt: dV=dA-v(r)-t
Mit dA =2nr-dr
folgt dV = 2xrdr v, t.
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Dann flieRit durch das ganze Rohr V= [dV

R
< V=2at|r-dr-v(r)
0
R p. —
=N V:Zntjplz—pz(Rz—rz)rdr
0

né

_p. R
=N V:tnuj (R —r?)rdr

_n.[R R
N V:tnu{f R? rdr—jr?’dr}
2nt o 0

Ausrechnen des Integrals und dividieren durch ergibt

Hagen-Poiseuille |=—="""1 "2/p4

Dieses Gesetz gibt die Stromstarke im Rohr mit R an und ist nach den Wissenschaftlern

benannt, die es zuerst aufstellten.

Die mittlere Strdmungsgeschwindigkeit V ergibt sich aus der Definition

Definition IX.1: Die mittlere Stromungsgeschwindigkeit Vist definiert als

Stromstarke durch die durchflossene Flache A: 1=A-V

Mit dieser Definition berechnet sich die mittlere Strémungsgeschwindigkeit als
=A-V

= | =xR?V

m(p, —P,) R4

Einsetzen von I fihrt zu TRZV=
8n/

<  Fr=A(pi-p2)
Fr=nR? (p1- p2)

0

o |Fr=8nnlv

Der Druckabfall l&sst sich berechnenaus ~ (p1-p2) =8n /¢ V%
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Dieser Reibungswiderstand ist fir das lineare Druckgefélle in einem Rohr verantwortlich,

welches wir bereits in Versuch 1X.2 beobachtet haben.

F
Aus V = const. folgt Ap = XR =const- /.

1X.3.3 Stokes’sches Gesetz
Eine &hnliche, aber leider kompliziertere Rechnung liefert fur eine
Kugel vom Radius r in einer laminaren Strdmung das

Reibungsgesetz

Fr=—6nnrv

wobei V die Relativgeschwindigkeit der Kugel gegen die
Flussigkeit ist. Die Reibungskraft ist der Stokes’schen Reibung

also proportional zur Geschwindigkeit.

Abbildung 1X.14: Reibung einer
Kugel, die sich relativ zu einer
Flussigkeit bewegt

Betrachten wir zu diesem Reibungsgesetz einen Versuch:

Versuch 1X.5: Stokes’sche Reibung

Bei diesem Versuch soll die Sinkgeschwindigkeit verschiedener Kugel in einer zdhen
Flussigkeit gemessen werden. Fir den Versuchsaufbau bendtigen wir einen Zylinder, der mit
einer z&hen Flussigkeit gefullt ist, mehrere Kugeln mit verschiedenem Durchmesser desselben
Materials und eine Stoppuhr. Auf dem Zylinder sind zwei Messmarken angebracht. Wéahrend
des Versuchs soll die Zeit gestoppt werden, die die Kugeln brauchen, um den Weg zwischen
den beiden Markierungen zurtickzulegen. Die erste Markierung ist nicht an der Oberflache der
Flussigkeit angebracht, damit sich erst ein Gleichgewicht einstellen kann.

Die Kugeln werden von der Gewichtskraft Fg nach unten angezogen. Dem entgegen wirken die
Reibungs- und Auftriebskraft Fr und Fa.

Fur die Krafte gilt Fc =pkVk3,
FR :6m”|l‘v
und FA =PrVKY.

wobei der Index x die Grofen der Kugel und der Index r die Konstanten der Fllssigkeit

bezeichnet.
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Fur die Sinkgeschwindigkeit ergibt sich mittels der Kréftebetrachtung ein Wert von

_ 2
v =§9(PK - PFl)ﬁ%

Der Versuch mit verschiedenen Kugeln bestatigte, dass die Sinkgeschwindigkeit proportional

zum Quadrat der Radien der Kugeln ist.

1X.4 Turbulente Stromungen
Wir hatten am Anfang des Kapitels bereits
W festgestellt, dass man eine Strémung dann turbulent
% nennt, wenn die Flissigkeit durchmischt wird. Das
e S§S" T bedeutet, dass die Fortbewegung in die
m/“—*‘ Strédmungsrichtung Oberlagert wird von dazu quer
—M_ verlaufenden Bewegungen.
Abbildung 1X.15: turbalente Stromung hinter Bei einem Versuch hatten wir beobachtet, dass
einem Hindernis laminare  Strdmung ab  einer  gewissen
Geschwindigkeit ist in turbulente Strémung
umschlagen kann. Das liegt daran, dass die Druckdifferenz der strémenden Flussigkeit vor und
neben dem Hindernis so grofl wird, dass dahinter Wirbel entstehen. Aufgrund der
Drehimpulserhaltung setzen sich die Wirbel nach hinten fort.
Wir hatten ebenfalls festgestellt, dass an einem Korper in einer stromenden Fllssigkeit ein
Reibungswiderstand entsteht. Unmittelbar am Korper haftet die Flussigkeit fest. Die relative
Geschwindigkeit zwischen Kdrper und Flissigkeit ist also dort null. In der Grenzschicht steigt
die Geschwindigkeit auf den Wert der ungestdrten Stromung. In dieser Grenzschicht entsteht
durch die innere Haltung der Flussigkeit der Reibungswiderstand.
Neben dem Reibungswiderstand ist der sogenannte Druckwiderstand von gréfter Bedeutung.
Bewegt ein Koérper sich relativ zu einer Flissigkeit, so bildeten sich, wie eben erldutert, an
seiner Riickseite Wirbel. Diese l6sen sich vom Korper und wandern weg. Durch diese
Wirbelbildung entsteht der Druckwiderstand.
Will man den Druckwiderstand verringern, so muss man dazu die Wirbel méglichst verhindern.
Das kann durch eine geeignete Korperform, eine sogenannte Stromlinienform, realisiert
werden.
Reibungswiderstand und Druckwiderstand addieren sich zum Strémungswiderstand. Der Betrag
dieser Widerstandskraft ist bei groieren Geschwindigkeiten direkt proportional zur Stirnflache
A, das heilt zum gréRten Querschnitt des Koérpers normal zur Strémungsrichtung, und zum

Staudruck % p V2.
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Fo=Cy-Yp vi-A Strémungswiderstand

c, wird der Widerstandsbeiwert genannt.
Ein Vergleich mit dem Gesetz von Stokes liefert

cwpVP TP R=6nnRYV

= Cy= ;—2 fur laminare Strdmung
e
. Rpv ,
mit Re = —— Reynold’sche Zahl
n

Damit gibt die Reynold’sche Zahl das Verhaltnis von kinetischer Energie des bewegten

Volumens und verbrauchter Reibungsenergie bei der Bewegung an.

Merke: Die Reynold’sche Zahl Re = Rpv ist der Quotient aus
n
der zweifachen kinetischen Energie des bewegten VVolumens und

der verbrauchten Reibungsenergie bei der Bewegung.

Die Reynold’sche Zahl ist damit ein Mal} dafir, ob eine Strémung laminar oder turbulent ist. Ist
die kinetische Energie Kleiner als die Reibungsenergie, so ist die Strdmung laminar. Bei grof3er
Kinetischer Energie, d.h. bei hoher Stromungsgeschwindigkeit schlagt die Strdmung in eine
turbulente Stromung um. Der Wert von Re, bei dem dies passiert, wird kritische Re-Zahl
genannt. Der typische Wert wird bei Re = 1160 angesetzt, der kritische Wert der Rohrstrémung
ist Re = 2300.
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IX.5 Gedampfte Schwingungen

Um die Mechanik ganz abschlieBen zu kénnen, missen wir noch einmal auf Schwingungen
zuriickkommen. In Kapitel 1X.8 hatten wir reine Sinusschwingungen betrachtet. Eine reine
Sinusschwingung ist allerdings eine mathematische Abstraktion. Sie misste ndmlich nach ihrer
Definition unendlich lange weiter schwingen. In Wirklichkeit hort aber jede freie Schwingung
irgendwann auf, entweder allmahlich in Folge einer Dampfung, wie ein Glocken- oder
Klavierton, den man nachschwingen lasst, oder plotzlich.

Da Reibungskrafte nie ganz vermeidbar sind, ist jede Schwingung mehr oder weniger gedampft.
Um eine unbegrenzte Schwingung zu erhalten, muss man der schwingenden Masse wahrend
einer Periode genau die Energie wieder zufiihren, die sie in einer Periode durch Reibung
verliert. In der Technik wird das durch Selbststeuerung oder Riickkopplung realisiert: durch das
schwingende System werden in geeigneter Phase Krafte ausgeldst, die den Energieverlust in
jeder Periode ausgleichen. Diese Energie muss aufgrund der Energieerhaltung einem anderen
Energievorrat entnommen werden. Ein Beispiel dafur ist allen bekannt: das Pendel einer
Pendeluhr wird in der geeigneten Schwingungsphase uber den Anker durch die Zahne des
Steigrades beschleunigt. Die ihm dadurch zugefiihrte Energie stammt aus dem Energievorrat
einer gespannten Feder oder eines gehobenen Gewichts der Uhr.

Die bisher betrachteten, reinen Sinusschwingungen hatten keinen Energieverlust durch

Reibung. Eine solche Schwingung nennt man ungedampft.

Merke: Eine Schwingung nennt man ungedampft, wenn ihre Schwingungsenergie
und damit ihre Amplitude konstant bleibt.
Eine Schwingung nennt man gedampft, wenn ihre Schwingungsenergie

und damit ihre Amplitude dauernd abnimmt.

Meistens ist die Ursache des Energieverlustes die Reibung. Wir hatten gelernt, dass es
verschiedene Gesetze fur Reibung gibt. In einer Flussigkeit zum Beispiel ist die Reibung
proportional zur Geschwindigkeit.

Im Folgenden wollen wir eine Schwingungsgleichung herleiten fir ein mathematisches Pendel,
das durch Reibung gedampft wird. Die Reibungskraft ist dabei direkt proportional zur
Geschwindigkeit und dieser entgegen gerichtet.

Zunéchst betrachten wir noch einmal die ungedampfte Schwingung:

Im Gegensatz zur Federschwingung stellt das mathematische Pendel kein lineares Problem dar,
denn das Pendel bewegt sich in einer Ebene:

Das Pendel sei um den Winkel ¢ ausgelenkt, wenn es losgelassen wird. Auf die Masse m wirkt

nun wie bei der Federschwingung nur noch die Gewichtskraft G .
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Die Tangentialkomponente G, verursacht nach dem 2. Newtonschen Axiom nun eine
Beschleunigung l&angs des Kreisbogens in Richtung der Ruhelage, ¢ = 0°.
Die Tangentialkomponente Gt =mg sing
wirkt als beschleunigende Kraft F=ma.

= mg sinp= ma
mitz?1=§<:ﬁ = mgsin(p=mﬁ

dt?

Diese Differentialgleichung hangt nicht nur von einer Variablen ab, sondern von den beiden

Variablen X und ¢. Um die Gleichung dennoch I6sen zu kénnen, mussten wir sie in die Form

mg sing = md—28
dt?

Uberfiihren

d%s o
& mdt—2+mgsm(p—0 -

2
Mit s=¢| o (;—;PHgsin(p:O
t

= ('p+%sin(p:0

Die Losung dieser Gleichung ist kompliziert, sie erfolgt Giber die Reihenentwicklung fiir sin ¢:

3 5
sing = (p—(g—'-f-(g—'—...

Wenn man nach dem ersten Term alle weiteren vernachléssigt, gilt

(Kleinwinkelnéherung) sinp=¢.

Damit lautet die Schwingungsgleichung [6) +%(p =0.

Betrachten wir nun dieselbe Schwingung mit dem Unterschied, dass zuziglich zu der oben
diskutierten Tangentialkomponente der Gravitationskraft noch eine dem entgegengesetzte
Reibungskraft wirkt. Die Reibungskraft sei proportional zur Geschwindigkeit, allgemein hat
eine solche Reibung das Kraftgesetz Fr =8,

wobei [ dar Proportionalitatsfaktor ist. Dann mussen wir die Gleichung - erweitern um diesen

. d%s . ds
Reibungsfaktor m—> +masino = B—
: dt? gsing=p dt
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Mit s=¢ lund sing = ¢ =

& 9+==

—¢
I m

Um diese Gleichung zu l6sen definieren wir die Terme mit den Konstanten um. Wir definieren

wie oben: oY =—%
und als neue Konstante E =26

m
Daraus folgt G+28p+wip=0

In Kapitel 1V hatten wir diese Gleichung dadurch geldst, dass wir einen Lésungsansatz erraten
hatten. Dieser musste die Bedingung erfiillen, dass seine zweite Ableitung einem konstanten
Vorfaktor multipliziert mit dem eigentlichen Term ergibt. Die L6sung waren die Sinus- oder
Cosinusfunktionen. Um diese neue Gleichung zu I8sen, missen wir nun eine Funktion suchen,
die in ihrer ersten und ihrer zweiten Ableitung dem Ursprungsterm entspricht. Der hier zu

erratene Losungsansatz muss eine e-Funktion sein. Die richtige L6sung dieser Gleichung lautet

—6t(cos (ut+(x)

o(t)=oge

Dabei sind ¢o, die Amplitude, und o Integrationskonstante.

Diese Gleichung wird erfiillt mit w?=n3 -5

Analog zur reinen Sinusschwingung ist dies die Winkelgeschwindigkeit der Schwingung. Statt
diese Losung herzuleiten, was Ubrigens in jedem Lehrbuch nachzulesen ist, ist es an dieser
Stelle wichtiger, dieses Ergebnis zu untersuchen, um die gedampfte Schwingung qualitativ zu

verstehen.

Betrachten wir die Gleichung o? = w3 — 82:

Fur die Winkelgeschwindigkeit kdnnen wir drei markante Falle angeben:
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1) §<wg: Da s ein Mal fur x|
die Dampfung ist, handelt es
sich in diesem Fall um eine S~

gedampfte Schwingung, um N~ - Xs st

h - X7 Ae
eine Schwingung also, deren /\ ;-\—— o
Amplitude mit der Zeit \/ \/ - ,\; t
= - 8

abklingt. Unser Ansatz zeigt, \ X6

. ) T T X
dass  die  Amplitude % Abbildung IX.16: Schwingfall: die
exponentiell mit der Zeit -7 Einhiillende der maximalen

. Auslenkungen ist eine e-Funktion.
abnehmen muss. Dieser Fall

wird Schwingfall genannt.

2) d>wy: Der Dampfungsfaktor ist
X ‘ groRer als der Faktor der
Winkelgeschwindigkeit, es kommt keine
Schwingung zustande. Das Pendel ist zu
stark geddmpft um zu schwingen. Die

Bewegung verlauft nicht periodisch, das

T heiRt der Korper kehrt kriechend in seine

Abbildung IX.17: Kriechfall, die Abklingzeit ist Ausgangslage zuriick, ohne Uber diese
proportionalk zur Dampfung

hinaus zu schwingen. Dieser Fall ist der

Kriechfall.
3) d=w,: Diesen Fall nennt man
aperiodischen  Grenzfall.  Das X ‘L
Pendel kehrt in einer minimalen
Abklingzeigt in seine Ruhelage
zuruick. Dieser Fall ist besonders bei
technischen Anwendungen -
interessant: in vielen Situationen Abbildung 1X.18: aperiodischer Grenzfall mit t

R . . minimaler Abklingzeit
modchte man die Schwingung von J

mechanischen Teilen unterdriicken. Wahlt man dazu
einen Dampfungsfaktor, der kleiner ist als der des Grenzfalles, so klingt die Schwingung nur
langsam exponentiell ab. Wahlt man hingegen einen zu grofRen Dampfungsfaktor, so dauerte es

lange, bis er Korper in seine Ruhelage zurlickkehrt.
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AbschlieBend wollen wir eine geddampfte Schwingung in einem Experiment betrachten:
Versuch 1X.6 : gedampfte Schwingung eines Fadenpendels

Bei diesem Versuch wahlen wir denselben Aufbau, wie wir ihn bereits zur Untersuchung der
ungedampften Schwingung verwandt haben. Diesmal schwingt die Kugel jedoch nicht durch
die Luft, sondern in einem mit Wasser gefulltem GefaRR. Durch die Reibung der Kugel mit dem
Wasser ist die Pendelbewegung jetzt gedampft. Dieses Mal zeigt die Computerauswertung eine
Schwingung, deren Amplitude exponentiell mit der Zeit abnimmt. Um zu beweisen, dass der
Funktionsgraph, die von den maximalen Amplitude beschrieben wird, wirklich eine
Exponentialfunktion ist, tragen wir diese mit dem Computer auf einer exponentiellen Skala ab.
Nun ist der Funktionsgraph eine Grade: die Amplitude nimmt wie vermutet exponentiell ab.
Eine mathematische Betrachtung zeigt, dass die Schwingungsperiode einer gedadmpften
Schwingung mit abklingender Amplitude langer wird. Diese Erscheinung ist bei unserem

Versuchsaufbau leider zu gering, um sie zuverlassig nachweisen zu kénnen.
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