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Teilchen-Welle-Dualismus

1.1 Der Photoeffekt

Versuch: *= Elektronen
Eine Metallplatte wird mit kurzwelligem L )
Licht (UV) bestrahlt. Elektronen treten aus

der Oberfliche aus und erreichen eine zweite

Metallplatte. Der zwischen den beiden I

Platten flieende Strom [ wird als Funktion “—«w+——-0O O
der angelegten Spannung U gemessen:

Licht der Frequenz v

-
U
Versuchsergebnisse:
1. Der Strom [ ist proportional zur Intensitit des Lichtstrahls

2.

Die Grenzspannung U, und damit die kinetische Energie der Elektronen ist unabhéngig
von der Lichtintensitit s

3. Die Grenzspannung U, ist proportional zur Frequenz des Lichtes v
4. Es gibt eine Grenzfrequenz v, unterhalb derer auch bei hohen Spannungen U kein Strom
flief3t
5. Die Grenzfrequenz 1, ist materialabhéngig
6. Auch bei Bestrahlung mit sehr kleinen Intensititen mit Frequenzen v > v, fliefit sofort
ein (kleiner) Strom
£
S Yo
(2]
$27 8,
Uy
-1/ s
- 1
/V/Z’ vy
Up Ugu Spannung U Vo V1 A7)

Erklarung durch Albert Einstein, der dafiir 1921 den Nobelpreis fiir Physik erhielt:

Licht besteht aus Quanten der Energie F = hr, genannt Photonen. Ein Photon kann ein
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Elektron aus der Metalloberfliche 16sen, falls seine Energie ausreicht, die Bindungsenergie zu
iiberwinden.

potentielle
Energie Darstellung der Bindunsenergie der Elek-
tronen durch Potentialtopf: Die Elektronen
miissen mindestens die Energie Ey = hyy =
0T — — A aufnehmen, um aus dem Metall auszutre-
ten. Bei hoherer Energie, d.h. groferer Fre-
B quenz v , verbleibt die kinetische Energie
hv — A um gegen die angelegte Spannung U
Elektronen anzulaufen.
W, | eUy =hvy — A

—> Licht besteht aus Teilchen (Photonen) der Energie E = hv

Das Plancksche Wirkungsquantum h:
h ist eine Naturkonstante. IThr Wert bestimmt die charakteristische Grofle von Effekten der
Quantentheorie. Sie hat die Einheit Energie x Zeit:

h=6.626-10"* Js

In der Atom-, Kern und Elementarteilchenphysik messen wir Energien praktischerweise in
eV, keV, MeV, ..., wobei e = 1.602 - 107! As die Elementarladung ist. Beachte: 1 J =1 Ws =
1 VAs. Damit kénnen wir A auch schreiben als

h=4.14-10"" eVs

Beispiel: Sichtbares Licht hat Wellenldngen zwischen 400 nm und 700 nm. Fiir das rote Licht
eines Helium-Neon-Lasers ist A = 633 nm:

c 3-10% m/s
S 2 S v 10 H
TN T 633-10 °m z

Energie der Photonen:
E=hv=414-10"" eVs-4.74- 10" 1/s = 1.96 &V

Relativistische Beziehungen fiir Energie und Impuls:
Teilchen der Ruhemasse my und Geschwindigkeit v:

Abkiirzungen: f =v/c v = 1/@

E =mc* =ymoc®>  p=muv=rymefic —  E? =mjc' + p*c?

Beweis:

2 1 1 — 2
E? = migc! + mic'y? 5 =L s

— _ =~%2_1

T1-p 11— 1-F
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E?* = m2ct (14 9% — 1) = (mgyc?)? = (mc?)?

Kinetische Energie:

2
Ew= E —moc® = Jm2ct + p2c — mpc? £ 2p— (1)
m

Photonen bewegen sich mit Lichtgeschwindigkeit c. Wie grof§ ist ihre Ruhemasse mg?
f =1 und v — oo, aber die Energie der Photonen E = hv = ymgc? ist endlich! Also muf}

gelten my = 0.

=—> Photonen haben keine Ruhemasse

1.2 Der Compton-Effekt

FE hv

h
Impuls der Photonen — Mit mq = 0 gilt E* = p?c? —p=—=—= \
¢

C

h

—> Photonen haben den Impuls p = —

A

Diese Behauptung wird in der Streuung von Photonen an quasi-freien Elektronen iiberpriift

(A.H. Compton 1923)

Benutze Rontgenstrahlung mit hoher Frequenz, d.h. hoher Energie, (10 — 100 keV), so daf} die
Bindungsenergie der Elektronen (einige eV) vernachlissigt werden kann.

Erzeugung von Rontgenstrahlen:

Roentgenstrahlen

AN

-
*—=
1 *—
_ -~
Elektronen
N Y

—O O
U (10 - 100 kV)

Elektronen aus einer Gliihkathode werden
in einem elektrischen Feld bis zur Energie
E = eU beschleunigt und auf eine Wolfram-
anode geschossen. Die Elektronen werden ab-
gebremst und geben ihre kinetische Energie
als Strahlung ab (Bremsstrahlung). Die ma-
ximale Energie der emittierten Photonen ist
Erax = hvgax = eU, falls der Energieiiber-
trag in einem einzigen Bremsvorgang pas-
siert, sonst gilt hv < eU.



Versuchsaufbau zur Compton-Streuung: Gemessene Photonspektren:

6 =45°
X Q : :
\Q‘&\O © ! !
o% E | |
c | |
2 I I
£ I I
Roentgenstrahl o e
— Ungestreute Photonen Ak
Graphit
6=90°
Blenden

_—=

AL
Wellenlaenge A

Das Spektrum der gestreuten Photonen wird gemessen, d.h. die Intensitdt als Funktion der
Wellenldnge. Neben der Wellenlédnge der Rontgenquelle A tritt ein weiteres Maximum bei einer
grosseren Wellenldinge A auf. Die Differenz AN = X' — X héngt von Streuwinkel © ab.
Erkédrung der Beobachtung, besonders der Winkelabhéngigkeit, durch elastischen Stof} eines
Photons mit einem Elektron:

p’:h/k’
=h/\
P E'=hvV
E=hv M/
0

B Pe

Zunichst Impulserhaltung: Der Impuls wird aufgeteilt in die Komponenten parallel und senk-
recht zur Richtung des einfallenden Photons:
p=pcosb+p,cosp oder p,cosp =p—p cosb
0=p'sinf — p.sinp pLsinp = p'sin
Quadrieren und Addieren ergibt:
P2 = p* — 2pp' cos O + p'* cos? 0 + p' sin? 0 = p? + p’* — 2pp’ cos b
Multipliziere mit ¢? und benutze, daf fiir das masselose Photon gilt £ = pc bzw. E' = p'c
PP = B2+ E” —2EF'cosf (%)
Jetzt Energieerhaltung:
E+mec? =FE +E! = E. = E — E' + mc?
E"” = (E — E')> + 2(E — E"Ymec? + m2c*
E? —m2ct = B>+ B — 2EFE' 4+ 2(E — E"Ym,c?
Gleichsetzen mit () eliminiert E und pl:
—2EFE cos) = —2FEE' + 2(E — E')m,c? — EE'(1 —cosf) = (E — E')m,c?



E—-F 1 1 N A
1 —cos = ———myc? = (———) mec® = | — — — | mec?
hc  hc

AN=)XN - )=

h (1 —cosb)

MeC

h
Ae = =243-10 " m  Compton-Wellenliinge des Elektrons
MeC

Die maximale Anderung der Wellenlinge tritt auf bei Riickstreuung des Photons § = 180°:
AX = 2).. Das entspricht dem maximalen Energieiibertrag auf das Elektron. Compton-Streuung
kann auch am Atomkern auftreten. Auf Grund der groflen Masse der Kerne ist aber die Wel-
lenldngendnderung sehr viel kleiner, z.B. ist die Masse eines Kohlenstoffkerns im Graphit etwa
mec =~ 20000m,. Analogie: Elastischer Stof} an einer starren Wand.

Der Teilchencharakter des Lichtes, oder allgemeiner elektromagnetischer Wellen, ist durch viele
andere Experimente und Beobachtungen bestétigt, z.B. Warmestrahlung schwarzer Korper,
Gravitationsrotationsverschiebung.

1.3 Wellencharakter der Teilchen

Louis de Broglie schlug 1924 vor, die duale Beschreibung des Lichts auf alle Teilchen zu verall-
gemeinern und den Teilchen Welleneigenschaften zuzuordnen. Die Wellenlénge eines Teilchens
mit dem Impuls p = muv ist:

)\:ﬁ oder A\ = hk
p

h = h/27 und Wellenzahl k£ = 27 /A
Beispiele:

1. Wellenlénge eines Elektrons mit kinetischer Energie Ey = 10 eV. Weil Ey sehr viel klei-

ner ist als die Ruheenergie des Elektrons mec? = 511 keV konnen wir klassisch rechnen
2

B~ L — p=\2m. B,

- 2Mme
\ h h _ 4.14-1071 eVs 414107 eVs-3-10° m/s
p V2meEx \/2 511 keV /c2 - 10 eV V2511 keV - 10 eV
3.9-107% m

A=39-107"m

Das ist die Groflenordnung von Atomdurchmessern

2. Makroskopischer Koérper der Masse 1 g und der Geschwindigkeit 1 m/s
6.6-1073* Js
= =6.6-10"" il
1073 kgm/s m (M)

Der Wellencharakter von Teilchen spielt nur bei atomaren und subatomaren Phinomenen eine

Rolle.
Experimentelle Bestéitigung der Materiewellen im Experiment von Davisson und Germer (1928):



Beobachtetes Interferenzmuster der Inten-
sitdt der detektierten Elektronen entspricht
Beugungsmuster am Raumgitter des Kri-
stalls.

konstruktive Interferenz 2asin @ = n\

destruktive Interferenz 2asin® = (n + $)A
e o o o o (n=1,2,3,...)

Gitterkonstante

1.4 Darstellung einer Teilchenwelle

Dazu fiithren wir die komplexe Wellenfunktion W(7, t) ein. Eine ebene Welle wird beschrieben
durch o
(7, t) = Aelkreh

k. x
Wellenzahlvektor k = K, Ortsvektor = | vy
k, z

Mit E = hv = hw und § = hk ergibt sich:

(7, t) = AenP—E)
Die Wellenfunktion W(7,¢) enthélt alle physikalischen Informationen iiber das Teilchen, ist aber
keine eigentliche Meflgrofle. Aus der Quantenmechanik folgt, dal nur der absolute Betrag der
Wellenfunktion |¥(7,¢)|? meBbar ist.
U (7, )W (F t) = |W(Ft)|> = |¥]? gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte dW/dV an, daf§ Teil-
chen zur Zeit t am Ort 7 zu finden. Die Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch dW = |¥(7, )|? dV .
Ein Beispiel dafiir sind die Interferenzmuster im Davisson-Germer-Experiment.

Fiir eine ebene Welle W(7, 1) = Ae# ™5 gilt

W (7, t)|> = W(7 t)" V(7 t) = |A]* = const
d.h. das Teilchen hat zu jeder Zeit die gleiche Aufenthaltswahrscheinlichkeit an jedem Ort des
Raumes. Lokalisierbare Teilchen miissen wir durch Wellenpakete beschreiben. Ein Wellenpa-
ket li#Bt sich durch Uberlagerung ebener Wellen aufbauen. Betrachte ein Teilchen, daf sich in
z-Richtung ausbreitet W(x,t) = ¢(x)e” 7P Der Ortsanteil des Wellenpaketes setzt sich zusam-
men aus der Uberlagerung aller moglichen ebenen Wellen mit Wellenzahlen k, = k:

1 oo ike
b(z) = ﬁ/_w dk f (k) e



Die Amplituden f ( ) sind die Fouriertransformierte des Wellenpaketes:

f(k r/ dz o(x

Geschwindigkeit des Wellenpaketes:
Die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines Wellenpaketes ist die Gruppengeschwindigkeit v, des

Wellenpaketes v, = (;—(Z
2 2
2
w:27r1/:27rmhc :vm%c k:%:p ﬂ_mgc

_do_dejdk
YTa T T

Die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpaketes entspricht der Geschwindigkeit des Teilchens.
hE _ ympe®> ¢ ¢

Die Phasengeschwindigkeit v, = \v = — — = = _— =
g & ! ph  Pmec B w

hat keine physikalische Bedeutung.

1.5 Die Unschirferelation von Heisenberg

Aus dem Teilchen-Well-Dualismus folgt, dal man den Impuls in einer gewéhlten Richtung und
den Ort in der gleichen Richtung prinzipiell nie gleichzeitig beliebig genau messen kann. Fiir
das Produkt der Unschérfen auf Impuls und Ort gilt

Ap, Az > T

Die Unschérferelation ist ein Naturgesetz und kann nicht umgangen werden.

Wir betrachten ein Teilchen, das innerhalb —L < x < +L eine konstante Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit hat. Das Wellenpaket, das dieses Teilchen beschreibt, ist ebenfalls in —L < x <
+ L lokalisiert.

)]
|6 ()| 2

_L O +L X - TE/L 0 +TE/L k

Die Fouriertransformierte f(k) gibt die Beitrége der ebenen Wellen mit Wellenzahl zum Paket

an. Wir kénnen abschétzen, dafl Wellenzahlen —7/L < k < +m/L Beitriige liefern, also
AkAzx~ (r/L)L =7 und mit Ap = hAEk folgt Ap Az = nh > h.

Wenn das Wellenpaket stérker lokalisiert ist, verbreitert sich die Verteilung der Wellenzahlen.

Zur Beschreibung eines perfekt lokalisierten Teilchen werden unendlich viele k-Werte benétigt,
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der Impuls dieses Teilchens ist daher vollig unbestimmt. Umgekehrt, wenn das Teilchen durch
eine einzige ebene Welle mit der Wellenzahl k£ beschrieben wird, ist es nicht lokalisierbar, das
heifit die Ortsunschérfe ist unendlich gro(siehe Kapitel 1.4).

Bei Gaufiverteilung des Wellenpakets gilt die Unschérferelation in der Form Ap, Az = h.

10



2 Die Schrédinger-Gleichung

2.1 Aufstellen der Schrodinger-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung ist die Wellengleichung fiir Materiewellen, die nichtrelativistische
Teilchen beschreiben. Sie wurde um 1923 von Erwin Schrédinger aufgestellt. Die Gleichung ist
nicht herleitbar, sondern kann nur plausibel gemacht werden und mufl dann im Experiment
bestéitigt werden. Die Losungen der Schrédinger-Gleichung liefern

e die Wellenfunktionen W (7, ¢) des Teilchens
e und die moglichen Energien F.

Nichtrelativistischer Energiesatz:

Die Gesamtenergie ist die Summe aus kinetischer Energie T" und potentieller Energie V:
2

m p
E=T+V(x,t T ="p?=21_
+V(z,1) 5V =
Wir betrachten wieder den einfachsten Fall einer Materiewelle, eine ebene Welle in z-Richtung
(z,t) = AewP*E) und bilden die Ableitung nach der Zeit und die zweite Ortsableitung:

oV (x,t) i L 0U(z,t) 1
- = __FEv = F = h———= —
82\I?Ef t) " 2 " 82\I?Ef t)qjl
orWwY _ P 2= 2P\ 2
or2 7i2\1] b f or? v

Wir vergleichen dieses Resultat mit dem Energiesatz E = T + V = p?/2m + V und erhalten
die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung:

0¥ (z,1) 0¥ (x,t)

h—————= = — t)y v
! ot 2m  Oz? +Vizt)
Offenbar gilt folgende Zuordnung fiir Energie und Impuls:
Kl
0 o)
E—vihe s —iigrad = i %
0z

Eigenschaften der Schrodinger-Gleichung:

e es tritt nur die einfache Ableitung nach der Zeit auf, im Gegensatz zur Schwingungsglei-
chung

e komplexe Differentialgleichung, daher sind auch die Losungen komplex

e lineare, homogene Differentialgleichung und somit gilt das Superpositionsprinzip:
wenn ¥, und ¥, Losungen sind, dann ist auch ¥ = ¢; ¥, + ¢, ¥, eine Losung

Die Schrodinger-Gleichung beschreibt nichtrelativistische Probleme. Ihre Ergebnisse sind in
Ubereinstimmung mit den Beobachtungen an Teilchen und Teilchensystemen (Atome, Mo-
lekiile, Kerne,...).

Bei vielen Problemen héngt das Potential nur vom Ort und nicht von der Zeit ab: V' = V(z).
In diesen Fillen 148t sich die Gleichung vereinfachen, indem man die Zeitabhéngigkeit der Wel-

)

lenfunktion abspaltet: W(x,t) = ¢(z)e” 7" = ¢(2)&(t). Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung
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ergibt:

i (~1B) o)t = - (aai(f :
_ a;i(f ) 4 V(@) 6la)
02 Pe(x)

O LB - V(@)] é(x) =0

Fiir den allgemeinen, dreidimensionalen Fall erhélt man die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung

2 4 (= 2 (2 2
zu (mit der Abkiirzung A®(7) = 8;5(21“) + 8;5(27“) + a;(j)):
x Yy z

h2
—Ap+(E-V)p=0

2m

) () + V() dat (1)

Ep(x) =

2.2 Der Tunneleffekt

Wir behandeln jetzt Beispiele fiir die Anwendung der zeitunabhéngigen Schrédinger-Gleichung.
Daher betrachten wir nur zeitliche konstante Potentiale und den Ortsanteil der Wellenfunktion

¢(z).
Potentialstufe V(X)

Bereich 1 (oo <2 <0) Vi =0 Bereich 1 Bereich 2
Bereich 2 (0 <z < +00) V2=V
Ein Teilchen (Wellenpaket) mit dem Vo +
Impuls p und der Masse m bewege sich
auf die Potentialstufe zu.

Das klassische Analog ist ein Ko6rper
der Masse m und der kinetischen Ener-
gie T', der reibungsfrei gegen eine Erhe-
bung rollt. Um hinaufzukommen, muf} h
seine kinetische Energie T' ausreichen, H -
um den Unterschied der potentiellen
Energie zu liberwinden

T = % > Vo = mgh.

Im klassischen Fall kann der Korper fiir 7" < V niemals die Potentialstufe iiberwinden. In der
Quantenmechanik ist dies mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit moglich!

Bereich 1 Bereich 2
2 2

E:T1+‘/1:>T1:& E=T4+Vo=T+Vy :>T2:&:E—Vb

2m 2m
Schrodinger-Gleichung:
h? 0%¢(x) h? 0%¢(x)
— Eop=0 — E—-Vy)p=0
2m  O0z? +E¢ 2m  0z? + )¢
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Losung der Differentialgleichung:

0? .
Die Gleichung 8@5(233) + a¢p = 0 hat die Losungen ¢ = Ae™V und die allgemeine Losung ist
x

¢ = AetiVaT 4 Bemivar,

Fiir reelle Werte von /o ist die physikalische Bedeutung der allgemeinen Losung die Uberla-
gerung einer ebenen Welle in +z-Richtung und einer ebenen Welle in —z-Richtung, also eine
einlaufende und eine reflektierte Welle.

Durch Vergleich mit der Schrédinger-Gleichung erhalten wir fiir die beiden Bereiche:

2mE  p? 9 2m(E —Vy)  p3
alz hZ :ﬁ:kl a2:7h2 :ﬁ

[.) Wir betrachten zunéchst den Fall E > Vj, d.h. ay > 0 und /ay, pe und ko sind reell

= k3

¢1 — Ae+ik1$ + Befiklw ¢2 — Ce+ik2$ + Defikzw
D =0 weil es hier keine riicklaufende Welle geben kann!
¢2 — Ce+zk2$

Die Konstanten A, B, C' werden durch Stetigkeitsbedingungen ermittelt:

$1(x =0) = ¢go(z = 0) — A+B=C

X

k‘l—kg 2kl
<k1+k2> <k1+k2>

Losung:
einlaufend reflektiert
o(z) =
2k1 +ik
Ame 2 x>0
| durchgehend

Fiir Vy = 0 gilt k1 = ko und es gibt keine Reflexion. Wie zu erwarten lduft die Welle ungestort
weiter. Fiir Vy > 0 tritt stets eine reflektierte Welle auf.

Der Koeffizient A wird durch Normierung der Wellenfunktion bestimmt:

[aviete,y.2) = [[[ drayaz|oe,y. =) =1
Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum anzutreffen, ist gleich 1. Fiir unser
eindimensionales Problem wire also:

[ T aslop =1

I1.) Jetzt diskutieren wir den quantenmechanisch interessanten Fall £ < V. Die Losung fiir
x < 0 dndert sich nicht, aber ay < 0. Damit wird /as = ky imagindr. Wir setzen |/as = ik,

sodafl k reell ist, und erhalten:
po(7) = Cether = Ai%l etk — 4 2k e
2 kl + kg kl + K

RT
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Offenbar dringt die Welle in die Potentialstufe ein. Fiir die Dichte der Aufenthaltswahrschein-
lichkeit im Bereich x > 0 ergibt sich

2k,
ki + ko

Mit k = 1/2m(Vy — E)/h erhilt man fiir 2 > 0:

4E 2 m —FE)x
o) = AP 3 e VIR

2
672/&% _ |A|2

2
672/&% _ |A|2

2k,
kl + 1K

4k?
k? + K2

—2Kx

|b2(2)|* = ¢"(2) b () = |A

Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |po(z)|? fiir Vo > E:

2
|90 Im Bereich der Potentialstufe fillt die Auf-

enthaltswahrscheinlichkeit exponentiell ab.
Die Eindringtiefe ist 1/k = /2m(Vy — E) /.
Die Eindringwahrscheinlichkeit hingt vom
Verhiltnis E/V; ab.

Vor der Potentialstufe bildet sich eine stehen-
de Welle aus.

0 X

Ergénzung der Potentialstufe zum Potentialwall:

Klassisch kann das Teilchen fiir £ < V; die

V(%) Potentialbarriere V; nicht durchdringen. Das
Beispiel der Potentialstufe zeigt aber, dafl ein
v Eindringen in den Potentialwall erlaubt ist.

0 7T Daher ist auch ein Fortschreiten der Welle
jenseits der Barriere zuzulassen, d.h. wir er-
warten, dafl das Teilchen mit einer gewissen
d Wahrscheinlichkeit den Potentialwall durch-
dringen kann. Beachte: die Unschérferelation
lasst fiir eine kurze Zeit die Verletzung des
Energiesatzes zu: AEAt =h

X

Die Rechnung erfolgt analog zur Potentialstufe: aufteilen in 3 Bereiche und benutzen der Ste-
tigkeitsbedingungen an den Rindern der Barriere.
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Ergebnis der Rechnung:

Die Intensitit der durchgelassenen
Welle fillt exponentiell mit der Wall-
breite und der Differenz V,—E ab. Man
erhélt fiir das Verhéltnis der einlaufen-

den I, und durchgelassenen I; Inten- %
sitaten ‘D
GC.)
L4 d c
2~ 672nd — 6725 2m(Vo—FE) =

I

(fiir kd > 1, d.h. groe Wallbreite)

X

— Teilchen mit der Energie E konnen eine Potentialbarriere

Vo > E durchdringen (durchtunneln).

Beispiele fiir den Tunneleffekt

a)Feldemission von Elektronen aus einer Metallspitze

elektrisches Feld

Metallspitze

Metallwand

ohne Feld

| |
‘[

Die Elektronen sind in der Metallspitze gebunden (Potentialtopf). Durch Anlegen einer dufleren
Spannung entsteht eine Potentialbarriere, die von den Elektronen durchtunnelt werden kann,
so dass sie die Metallspitze verlassen konnen.

Anwendung: Rastertunnelmikroskop

b) a-Zerfall schwerer Kerne

Ein a-Teilchen ist der Kern eines Heliumatoms und besteht aus zwei Protonen und zwei Neu-
tronen (genauere Erkldrung spiter). Dieser Kern ist besonders stabil. Viele schwere, instabile
Kerne zerfallen durch Aussenden eines a-Teilchens, z.B.

U — BTh+a T, =4,18MeV 1 =4.5-10°Jahre
2P0 — *™MPb4+a T,=878MeV 15 =0.3us

15



Die kinetische Energie der a-Teilchen T, ist sehr &hnlich, aber die Lebensdauer der Kerne ist
sehr unterschiedlich und variiert iiber viele Grofenordnungen. Der Tunneleffekt liefert die Er-
klarung, siehe z.B. J.W. Rohlf fiir eine quantitative Rechnung:

Im Kern konnen sich «-Teilchen aus
den Kernbausteinen (Protonen oder
Neutronen) bilden. Auf Grund der
anziehenden Kernkréfte befindet sich
das «-Teilchen in einem Potential-
topf. Auflerhalb des Kerns gibt es ein
Coulomb-Potential (abstofende elek-
trische Krifte). Die Tunnelwahrschein-
lichkeit, und damit die Zerfallswahr-
scheinlichkeit des Kerns hingt expo-
nentiell von der Energie der a-Teilchen S
E, ab!

Q ocQKern

c¢) Klassischer Tunneleffekt in der Optik

Der Tunneleffekt ist eine Konsequenz
des Wellencharakters. Es gibt ihn auch
in der Optik:

Licht wird in einem Prisma totalre-
flektiert. Ndhert man ein zweites Pris-
ma, so wird Licht durchgelassen, sobald
der Abstand in die Groflenordnung der
Wellenldnge A kommt, also % ~ 1 oder
dk =~ 1. Vergleiche mit dem Term xd
im quantenmechanischen Fall.

Licht

- - - =

2.3 Quantisierung der Energie

Wir betrachten das Beispiel eines Teilchens, das sich nur im Bereich 0 < x < a aufhalten
soll. Auflerhalb soll die Aufenthaltswahrscheinlichkeit 0 sein. Das kénnen wir durch folgendes

Potential erreichen:

V(z) = 0 Oszs<a Potentialkasten
oo sonst

Die stationére Schrodinger-Gleichung im Bereich 0 < x < a lautet:

2 99(x)

2m Oz?

6(x) 2m
02 h?

+[E - V(2)]¢(z) =0 = E¢(x) =0

Mit der Abkiirzung k? = Z%E lautet die allgemeine Losung:
¢(x) = Ae'*® + Be~k*

Randbedingungen: wegen |¢(x)[* = 0 fiir < 0 und x > a gilt:
a) p(0)=0=A+B=0

16



Eingesetzt: | ¢(x) = A(e*® — e=%%) = 2jAsin(kx)

b) ¢(a) = 0= 2iAsin(ka) =0= ka =nm,n=1,2,3,
)

2.3,
n = 0 ist nicht moglich, da dann gilt: £ = 0 und ¢(x) = 0 fiir alle x!

= Nur die Wellenzahlen |k, = Zn, n =1,2,3,...|sind erlaubt!

a) b)
Di 5olichen E . te sind AE AE
ie moglichen Energiewerte sind:
& & el A e, laAAAN
2 h2 h2 2 \/
Ey=2 = 2= T
" 2m 2m ™ 2ma?
Die minimal mogliche kinetische Ener-
gie des Teilchens ist nicht Null! Es L 9K
Durch die Ortsbeschréinkung (Heisen-
berg) ist der minimale Energiewert o e .y
h? w2
B, = ST s b .
ma 0 a0 a

Abb.4.16a,b. Energieeigenwerte eines Teilchens im unend-

lich hohen eindimensionalen Potentialkasten. (a) Wellen-

t'l:nk[mjm-n‘ (b) Aufenthaltswahrscheinlichkeit W(E, x) dy =
t(x)| = dx des Teilchens
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3 Der Aufbau der Atome

3.1 Die Grofle der Atome

Der Atombegriff wurde schon im Altertum von Demokrit eingefiihrt (atomos = unteilbar).
Allerdings gab es keine konkreten Vorstellungen {iber ihr Wesen. Den ersten experimentellen
Hinweis auf die Existenz von Atomen lieferte die Chemie:

J. Dalton um 1800: Gesetz der konstanten Proportionen, z.B. Sauerstoffanteile in Stickstoff-
Sauerstoffverbindungen. NoO, NO, NoO3, NO, verhalten sich wie 1 : 2 : 3 : 4.

Die erste Groflenabschétzung fiir Atome stammt aus der van der Waals Gleichung fiir reale

Gase: )
b: Korrektur durch Eigenvolumen der Gasato-

a
(p + _> (V. —b)=RT me, entspricht 4-fachem Atomvolumen

V2

— Radien der Atome ~ 1 —2-10"""m

Bestédtigung durch z.B. Beugung von Rontgenstrahlen an Kristallgittern. Heute kann man ein-
zelne Atome ,sehen® und zwar in Rastertunnel- und Rasterkraftmikroskopen.

Entdeckung des Elektrons durch Thompson (1897):
e alle Atome enthalten Elektronen
e das Elektron ist &~ 2000 mal leichter als das leichteste Atom
e Elektronen sind elektrisch negativ geladen, Atome aber neutral

Erstes Atommodell von Thompson:
Atome sind Kugeln, die mit positiv geladener Materie gefiillt sind. Darin eingebettet sind die
Elektronen.

Problem:  Schwere Atome sind kaum grofier als leichte, z.B. ist das
Uranatom 236 mal schwerer als das Wasserstoffatom!
Wie ist die Materie im Atom verteilt?

3.2 Das Rutherford Streuexperiment

Streuung von « -Teilchen an den Atomen einer diinnen Goldfolie. Versuchsaufbau:

ZnS Schirm
Goldfolie
o-Quelle Lichtblitz
# U U o
L H H ungestreuter Srahl
Abschirmung

Blenden
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Versuchsergebnis: Zahl der detektierten a-Teilchen als Funktion des Streuwinkels 6:

Die meisten a-Teilchen durchdringen die Goldfolie
ungestort. Einige wenige werden jedoch stark
abgelenkt, auch Riickstreuung (f = 180°) tritt
auf. Die Zahl der gesteuten a-Teilchen folgt einem
WIWZ) Verlauf. Das ist nicht vertriaglich mit der
Vorstellung, dass das Atom eine homogen gefiillte,
positiv geladene Kugel ist. Warum? Wir machen
hier eine grobe Abschitzung des zu erwartenden
Ablenkwinkels:

Elektrisches Feld einer geladenen Kugel:

<r < 1/r2

180 O

Wir nehmen an, dass die maximale Kraft F,,, = Qu - Emaz
iiber eine Strecke von zwei Atomradien auf das a-Teilchen
wirkt (@, = +2e). Das a-Teilchen erhélt dann den transver-
salen Impuls

Qn 2R - eQ

dregR? v,  TegRU,

Q. Ap = Fyu - At = 2e

2

Die Geschwindigkeit des a-Teilchens ist v, = m%t und weil die kinetische Energie T, = - - =

”3‘% = 5MeV sehr viel kleiner ist als die Ruheenergie, myc? = 3.7GeV, diirfen wir nicht-

relativistisch rechnen. Fiir den Ablenkwinkel erhalten wir dann

0 ~ P eQx 1 . eQx

- p  meRv, move 2megRT,

Wenn man Zahlenwerte einsetzt (Gold Q, = 79¢, R = 107'%m) erhélt man
0 =0,02°!

Das Rutherford-Experiment ist in Ubereinstimmung mit der Erwartung fiir die Streuung an
einer punktférmigen Ladung, dem Atomkern. Das Experiment wird beschrieben durch die Ru-
therfordsche Streuformel (Herleitung in Kap. 3.3):

n  Zahl der « -Teilchen
dn -N-d-( QRaQx >2 1 0 Raumwinkel
" 16meoT, /) sin'(Z) N Dichte der Goldatome
d

Dichte der Folie
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Rutherfordsches Atommodell:

Atome bestehen aus einem positiv geladenen Atomkern, dessen Radius sehr viel kleiner
ist als der des Atoms. Praktisch die gesamte Masse ist im Atomkern konzentriert. Um
diesen Kern sind Elektronen angeordnet.

Rutherford konnte nur eine obere Grenze fiir den Kernradius angeben. Bei einem zentralen

Stof (6 = 180°) wird die kinetische Energie des a-Teilchens vollstéindig in potentielle Energie

umgewandelt und der kiirzeste Abstand der a-Teilchen zum Kern erreicht. Da die Streuformel

auch fiir # = 180° experimentell bestétigt wurde, mufl der Atomkern kleiner als dieser Abstand

sein:

1 QuQx 1 QuQx

Vir)= =T,=>r=
(r) dmeg T ’ drey T,

Fiir den Kern des Goldatoms und mit 7, = 5MeV folgt dann
TGold < 3 107 "m

Eine andere Abschitzung fiir die maximale Gréfle der Atomkerne erhélt man aus der de Broglie
Wellenldnge der a-Teilchen: A = % = \/27"”& = 6-107*m. Um eine Struktur des Kerns zu
sehen, braucht man ,,Licht“ mit einer Wellenlénge, die kleiner ist, als diese Struktur. Da Ru-
therford keine Struktur sah, folgt also rgeq < 6 - 10~ m. Spiter stellte man bei der Streuung
hoherenergetischer Elektronen an Kernen fest, dass der Goldkern tatséchlich einen Radius von

etwa raoq = 6 - 1079m hat.

Merke:  7atom ~ 107%m  rxern &~ 107Pm

Atom- und Kernradien sind nicht scharf definiert. Atomradien sind gegeben durch die Verteilung
der Bahnen, auf denen die Elektronen die Kerne umkreisen, Kernradien sind bestimmt durch
die Verteilung der Kernbausteine: Protonen (Ladungsverteilung) und Neutronen.

Diesen Fragen werden wir uns im Folgenden widmen.

3.3 Herleitung der Rutherfordschen Streuformel

Wir betrachten die Ablenkung eines «a-Teilchens an einem punktférmigen Kern der Ladung
Q. = Ze. Wir nehmen an, dass der Kern viel schwerer ist als das a-Teilchen und sich nicht
bewegt:
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X

Bahn des o-Teilchens

Kern

Zunichst berechnen wir die Abhéngigkeit des Streuwinkels § vom Stofiparameter b (= mini-
maler Abstand zum Kern, wenn das Teilchen nicht gestreut werden wiirde). Die Coulombkraft
F = ﬁ%f hat die gleiche Form, wie die Gravitationskraft. Deshalb bewegt sich das a-

Teilchen auf einer Hyperbel mit dem Kern im Brennpunkt. Fiir die Kraft in y-Richtung auf das
a-Teilchen am beliebigen Bahnpunkt 7 gilt:

I QuQr . d o . . .
F, = 1 ¢ 2Q sinp = ma% vy: Geschwindigkeit des a-Teilchens in y-Richtung
TT€g T
Wir benutzen jetzt die Drehimpulserhaltung. Vor dem Stof}, d.h. bei x+ = —oo, hat das a-

Teilchen die Geschwindigkeit vy und relativ zum Kern den Drehimpuls L = m,vgb. An einem

beliebigen Bahnpunkt ist L = mQTZZ—f = M Ub
I 1 dyp
2 web dt
d 1 d
Eingesetzt erhélt man: % = Cé)ljr?: o sin gpd—f

Wir integrieren iiber den gesamten Zeitraum des Stoflvorganges. Es gilt:
vor dem Stofl: ¢ =0und v, =0
nach dem Stofl: ¢ =m — 60 und vy, = vy - sin b,
denn wegen der Energieerhaltung ist nach dem Stof§ wieder 7, = %mavg

dv )
/ d—tydt = g sin 6

d
/singpd—(’:dt: /singpdw: —cos(m —0) +cos0 =1+ cosb
sinff Q.Qx 1 QuQk 1

1+cosf  4meg mavib  8megT, b
%/_/

= tan —
2
0.0, 1 0 Das ist ein eindeutiger Zusammenhang zwischen
=b= 8:('6 = R cot 3 b und 6. Der Streuwinkel # wichst mit abnehmen-
0 ~a dem Stofparameter b.
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Der Stoflparameter b ist expe-
rimentell nicht Stofl fiir Stof
zugénglich. Wir miissen unser
Streuexperiment daher statistisch
beschreiben. Dazu fithren wir den db
wichtigen Begriff des Wirkungs-

querschnitts ein. Wir denken uns
die Goldfolie aufgebaut aus Streu-
zentren (Targets), um die man
fiir jeden Stofparameter b einen
Kreis der Breite db konstruieren q

kann. Die a-Teilchen fliegen auf
Flache F

die Targets und wenn sie einen
Ring (b, db) treffen,werden sie um den Streuwinkel 6(b) abgelenkt. Die Fliche des Ringes

do heiflt differentieller Wirkungsquerschnitt ‘ do =27 b db‘

2

Der Wirkungsquerschnitt hat die Einheit einer Fliche, also m®. Man benutzt in

der Kern- und Elementarteilchenphysik die Einheit
Lbarn = 1b = 10~ %m?2, bzw. mb, ub, . ..

Die Gesamtfliche aller Ringe (b,db) in der Folie ist
d¥=N-F-d-do  mit N = Zahl der Kerne/Volumen

Falls n a-Teilchen zufillig verteilt auf die Fliche F treffen, ist die Zahl der a-Teilchen, die
zufillig den Stoflparameter b haben
dn:d%-n:n-]\f-d-%r-b-db

Einsetzen von b und mit

db Q@1 1 1 Wir ignorieren das negative Vorzeichen,
do 167eq €9 T, sin® g weil uns der Betrag von db interessiert!

QaQr 1 0Q.Qx 1 1
— cot — 5%
8mey T, 2 16meg 1, sin 5
dn Q.Q. 1 ? cos 2
—n.N-d- il 2
db " W( 8meg Ta> sin3g

Diese dn a-Teilchen werden auf die Fliche df = 27 (rsin@)rdf = 27r?sin0df gestreut. Wir
fiithren noch den Raumwinkel © ein durch normieren auf r?
d€) = 27 sin Hd0

folgt
dn=n-N-d-2n

do
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Jetzt schreiben wir die Winkelfunktion um
auf g

6

sinf@ = 2cos — sin — rTne
2 2 |
0 0 I 3
= d{) = 47 sin = cos =d0
2 2
und erhalten die Rutherfordsche Streufor-
mel: d{=¢nrzsin%c05%d8

Fig. 2.8: Zur Definition des Raumwinkels.

dn Qu@. 1\ 1
o W N-d )
i " <167r60 Ta> sin’ 2

Da wir nur einen Streuprozess pro a-Teilchen zugelassen haben, gilt diese Formel nur fiir diinne
Folien (keine Mehrfachstreuung).

Die Rutherford-Formel divergiert fiir & — 0, d.h. fiir b — co. Hier ist die Gleichung aber nicht
mehr anwendbar, da fiir grofle Stolparameter b die Ladung des Kerns durch die Elektronen
abgeschirmt wird. Abweichungen treten auch fiir # — 180° auf, wenn die Energie der a-Teilchen
ausreicht, die Substruktur der Kerne aufzulésen.

Ausgedriickt als differentiellen Wirkungsquerschnitt 148t sich die Rutherfordsche Formel auch
unabhéngig von den Versuchsbedingungen n, N, d schreiben
dn=n-N-d-do

do [ QuQx \* 1
dQY  \ 16meyT), sin4g

3.4 Atomspektren

Wir wenden uns nun der Aufklirung der Bahnen der Elektronen in Atomen zu. Dabei spielt
die Untersuchung von Atomspektren eine entscheidende Rolle. Zun#chst beschreiben wir kurz
die experimentelle Anordnung:

Prismenspektralapparat:

Schirm oder
Photoplatte

rot

violett

Gasentladungslampe ~ SPalt Linse Prisma Linse

z.B. H2, He, Hg
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Mit den beiden Linsen wird ein Bild des Spalts auf dem Schirm oder der Photoplatte erzeugt.
Da der Brechungsindex von der Wellenldnge A abhéngt, n = n(\) zerlegt das Prisma das Licht
der Lampe. Kurze Wellenlédngen (violettes Licht) werden stirker abgelenkt als grofie (blaues
Licht).

Anstelle des Prismas benutzt man auch Gitter:

n=2 1 0 1 2
g
‘D
3
=
%
0 (0
Konstruktive Interferenz falls Intensitétsverteilung bei Beleuchtung mit
dsin(a) =nA n=0,1,2,... einer Wellenlénge

Atome eines stark verdiinnten Gases werden durch elektrische Entladung zum Leuchten an-
geregt. Man findet ein Spektrum, das aus einzelnen Linien besteht. Das steht im Gegensatz

zu Festkorpern, die ein kontinuierliches Spektrum aussenden, z.B. bei Erwirmung (schwarzer
Strahler).

e Das Linienspektrum ist charakteristisch fiir ein Gas, allgemein fiir jedes chemische Element

e Emissions- und Absorbtionslinien sind (teilweise) identisch
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Beispiele:

I- -III.} o
.lll l-l“aumsmjer
| 1 | l | ]

700 600 500 400 X [nm]
rot orange gelb grun blau violett

Fig. 2.14: Emissionslinienspektren von Atomen.

Absorptionsspektrum

Emissionsspektrum

Fig. 2.16: Emissions— und Absorptionsspektrum von Natriumdampf.

Das Linienspektrum ist wie ein Fingerabdruck, unverwechselbar fiir jedes chemische Element,
d.h. Atom. Spektralanalysen haben sehr vielfiltige Anwendungen, z.B. kann man damit die
chemische Zusammensetzung sehr weit entfernter Sterne bestimmen!

Das Wasserstoffspektrum

Wasserstoff ist das leichteste und einfachste Atom: 1 Elektron und 1 Proton.
Johann Balmer fand 1885 empirisch eine Gesetzméfigkeit fiir Linien im sichtbaren Bereich des
Wasserstoffspektrums

1 1 1
1= R(? — $> n=34,... Balmer-Serie

R =1,097-10"m ! ist die Rydberg-Konstante

Spéiter wurden im Infraroten und Ultravioletten weitere Serien entdeckt:
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UuVv: % = R(%2 — #) n=2,3,... Lyman-Serie
IR: % =R 3% — # n=4,5,... Paschen-Serie
% =R 4% — # n =2>5,6,... Brackett-Serie
% = R(%z — #) n==6,7,... Pfund-Serie
= Eine Theorie des Wasserstoffatoms muss die magische Formel erkldren:
1 1 1
X: (W_ﬁ) m,n:1,2,3,... m<n

Termenergie / eV

4 n lonisierungsgrenze viem”
0 — g A i e 2 A B A —0
7 y I
6 i - r |
5 A —
.I; Pfund:
L Serie
09 — 4 a | A r
Brackett-
Serie
—{ 10000
15 |— YYYY
$ 4 Paschen-
Serie
% g _| 20000
Tr £ T
-345 — S R YYYVYY
¥ Balmer-
Serie 30000
c.":} Lyman-Serie
-136 1 X J . 2, ib __1 110000
Abb. 3.27. Vereinfachtes Termschema des H-Atoms mit den verschiedenen Emissions- bzw. Absorptionsserien

3.5 Das Bohrsche Atommodell
Niels Bohr (1913): Planetenmodell des Atoms

Die Elektronen bewegen sich auf Kreisbahnen (oder Ellipsen) um den Kern in dessen Coulomb-
Potential

2
Vir) = ——2

dmeg T

Z: Kernladungszahl (Wasserstoff Z = 1)

Postulate:

1. Die Elektronen laufen auf den Kreisbahnen ohne Energie abzustrahlen
Klassisch: eine beschleunigte Ladung strahlt elektromagnetische Wellen und damit Ener-
gie ab. Elektronen wiirden nach ~ 107'%s in den Atomkern fallen!
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2. Es sind nur bestimmte, diskrete Bahnen erlaubt.
Die erlaubten Radien folgen aus der Quantelung des Drehimpulses
L =nh n=12,3,... Hauptquantenzahl

3. Ubergiinge erfolgen unter Aussendung elektromagnetischer Wellen bzw. durch Absorption:
AE = hv
Liefert die Erkldrung fiir die diskreten Atomspektren.

Wir berechnen aus den Bohrschen Postulaten die erlaubten Bahnen und Energieniveaus des
Wasserstoffatoms.
Annahmen: my, > m,., E < m.c?, Kreisbahnen

Zentrifugall;raft = Coulombkraft

9 e” 1
MW r = —
‘ d7eq 12
Drehimpulserhaltung:
nh
L=mwr’=nh = w= 5
mer?

Eingesetzt folgt:

( nh )2 e 1 n2h? e?
Me T = — = =

mer2 Aey 12 mer, 4meo

4regh?
Tn = n

e2m,

Der 1. Bohrsche Radius ist

Ameyh?
e2m,

Das Bohrsche Modell erklirt die Grofie der Atome!

T =Tp= =0,53- 1079 Radius des H-Atoms

Energieniveaus:

E,=T+V T: kinetische Energie

1 21
= —mewzri _ £ -
2 dmeg o,
1 e 1 e 1

24regr, 4dmeyry,

Einsetzen des Kriftegleichgewichtes

Virialsatz T = —%V !

1 e 1 ) .
= —— — Einsetzen von 7, ergibt dann:
24mey
1/ 2 \* 1 1
E, =— e = —13,6eV - —
2(471’60h> m n? ¢ n?

Mit £ = hv = h§ schreiben wir % = ’}f;" = —Rn—g und finden fiir R
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etm
R=—2=1,097-10"m "
82h3c "

Das Bohrsche Modell erklért die Linien des Wasserstoffspektrums!

Fiir den genauen Wert von R muss man die Mitbewegung des Kerns berticksichtigen und die

Elektronenmasse m, durch die reduzierte Masse m' = TZRET% ersetzen.
€ ]

Nochmals zuriick zur Quantelung des Drehimpulses. Die Beschreibung des Elektrons als Teil-
chenwelle liefert die Erkldrung.

h h
nh:L:pr:Xr:X%rr =

Nur solche Bahnen sind erlaubt, deren
Umfang ein ganzzahliges Vielfaches der Wel-
lenléinge des Elektrons ist (stehende Wellen).
Alle anderen Wellenléngen interferieren weg
und die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Elektrons auf solchen Bahnen verschwindet.

Die Wellennatur des Elektrons bestimmt
die Grofie der Atome!

Die Feinstrukturkonstante «:

e? 1

o= yr— = 137 dimensionslos!

Sie bestimmt die Stérke elektromagnetischer Wechselwirkungen von Elementarteilchen (siehe
unten). Sie heifit auch Kopplungskonstante der Quantenelektrodynamik.
Damit kénnen wir fiir die Energieniveaus des H-Atoms schreiben:

1 1
E, = —§a2m662$

3.6 Wasserstoffihnliche Spektren

Das Bohrsche Atommodell ist nicht fiir komplizierte Atome mit Kernladungszahl Z > 1 geeig-
net. Dort sind Z Elektronen an den Kern gebunden (Vielkorperproblem!). Das Bohrsche Modell
lasst sich aber anwenden auf Atome, die bis auf ein Elektron ionisiert sind. Beispiele He™, Lit™T,
C5* usw. Um die erlaubten Bahnen auszurechnen, muss man die Ladung des Wasserstoffkerns
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(+1e) ersetzen durch +Ze. Daraus folgt

1 2 2

Z
2 2
E —— mec ﬁ _I 3, 66" . ﬁ

Beispiel Uran Z = 92: E; = —13,6eV - 922 = —115keV
Sehr hohe Bindungsenergie auf der innersten Bahn (Rontgenstrahlung!)

Das Bohrsche Modell ist auch anwendbar auf:

e Myonische Atome
Das Myon p ist ein instabiles Elementarteilchen mit genau den gleichen Eigenschaften
wie das Elektron, nur mit viel hoherer Masse: m,, = 106MeV/c* &~ 200m,. In myonischen
Atomen wird das Elektron durch ein Myon (u~) ersetzt.

()  En(p) =200E,(e)

1
rn(p) = ——ry
e Positronium
Wasserstoffihnliches Atom, das aus einem Elektron (e~ )und einem Positron (et) gebildet
wird. Das Positron ist das Antiteilchen des Elektrons mit gleicher Masse, aber umgekehr-
ter Ladung +e. Positronium ist instabil, weil sich Elektron und Positron vernichten:

et +e” —yy E,=511keV
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4 Quantentheorie der Atome

4.1 Losung der Schrodinger-Gleichung fiir den Wasserstoff
Unzulédnglichkeiten des Bohrschen Modells:

klassisches Bild der Elektronen als Teilchen

feste Bahnen und scharfe Energien und Impulse des Elektrons, im Widerspruch zur
Unschérferelation

e ad hoc Postulate
e versagt fiir komplizierte Atome Z > 1

e beschreibt selbst Linienspektren des Wasserstoffs nicht vollstdndig

Wir benétigen eine quantenmechanische Beschreibung der Atome unter Beriicksichtigung der
Wellennatur der Elektronen

— Schroédinger-Gleichung

e beinhaltet die Quantisierung der Energieniveaus

e liefert zusammen mit dem Pauli-Prinzip (siehe unten) den Schliissel fiir das Verstindnis
des Atomaufbaus und des Periodensystems

e allerdings ist das Vielkorperproblem fiir Z > 1 nicht exakt l6sbar

Stationédre Schrodinger-Gleichung fiir den Wasserstoft:

AR+ [E— VA =0 V() = -1 (Coulomb)

2m dmeg T
e

Das Potential hingt nur vom Abstand r = |7] ab (kugelsymmetrisches Potential), deshalb
fiihren wir Kugelkoordinaten ein:

r=rsindcosy y=rsinvsing z=rcosv
U =V(r,9,p) o:Polarwinkel ¢ : Azimuthalwinkel

Der Nullpunkt des Koordinatensystems liegt im Schwerpunkt des Systems Kern-Elektron. We-
gen mg > m, liegt dieser sehr nah am Kern. Die genauere Rechnung erfordert wieder Ersetzung
der Elektronenmasse durch die reduzierte Masse.

Die Losung dieser Gleichung wird in Biichern vorgefiihrt (z.B. Otter-Honecker, Demtroder oder
Rohlf). Wir wollen hier nur das Ergebnis diskutieren.
Auf Grund des kugelsymmetrischen Potentials kann man folgenden Losungsansatz machen:

U(r,J,¢) = R(r) - ¢(p) - O(0)
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Bei der Separation der Differentialgleichungen treten Separationskonstanten auf, die wir mit
[(I 4+ 1) und m; bezeichnen.

Beispiel Radialgleichung:

h2 82 R l(l—l—l)hQ R
—+|E-V()—-——L—==0
2m, Or? r + (r) 2mer? r
Rotationsenergie F,, = S_;

Mit I = m,r? fiir das Triigheitsmoment erhilt man

L* =1(l+1)r? Drehimpuls (vergl. Bohr: L? = n?h? fiir eine angenommene Kreisbahn)

Die GroBe [ ist eine positive ganze Zahl, die von 0,1, ..., (n—1) lduft und n ist die Quantenzahl,
die mit der Gesamtenergie der Bahn verkniipft ist, wie im Bohrschen Atommodell:

Azimuthalgleichung:

826

8752 +mi¢=0 m;=0,%1,£2,...,4] Wellenfunktion muss periodisch sein in ¢

Nach diesen Vorbemerkungen ist es plausibel, dass die Losungen der Schrédinger-Gleichung,
d.h. die moglichen Wellenfunktionen ¥, von den drei Quantenzahlen n, [, m; abhingen:

\I/(T‘, 197 90) = \Ijnyl:ml (T‘, 19’ <’0)

e Hauptquantenzahl n =1,2,3,...00

gibt fiir wasserstoffihnliche Atome die Energie des Elektrons an, wie im Bohrschen Modell:
1, 5 1

E, = —ia meC”—

n
Bei Atomen mit mehreren Elektronen ist das nur eine Ndherung.

e Bahndrehimpulsquantenzahl [ =0,1,2,3,...,n —1
bestimmt den Drehimpuls des Elektrons auf seiner Bahn
(genauer: der zugeordneten Wellenfunktion)

e Magnetische Quantenzahl m; = 0,+1,..., 4+l
gibt die Komponente des Drehimpulses entlang einer dufleren Achse an, z.B. in Richtung
eines dufleren Magnetfeldes.

Diese Quantenzahlen charakterisieren die Bahn (Wellenfunktion) eines Elektrons im Atom (gilt
auch fir 7 > 1).

Wieviele Zusténde gibt es zu jeder Hauptquantenzahl n?

I = 0, 1, 2, (n—1)
mg = 0, —1,0,41, —2,—-1,0,+1,42, ..., —(n—1),...,—1,0,41,...,+(n—1)
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d.h. 2] + 1 Zustéinde pro [-Wert und damit insgesamt Y= (2/ + 1) = n? Zustéinde fiir jeden

Energiewert E,, (Entartung).

Wie sehen die Funktionen ¥, ,,, (1,9, ¢) aus?

Fiir n < 3 und der Abkiirzung ay = rg = _45&22

Tabelle 5.2. Die normierten vollstindigen Eigenfunktionen
eines Elektrons im Coulombpotential V(r) = —Z-e~/(4agr)

Eigenfunktionen t

o of (&)

20 0| = (alo)m (2- &) e-2ia

gl Izg (%) 4 %"3_2""2"" cos I}

21 1 s"(%)mg_;e-zrﬂuosm,,em

30 0| 5 (2 2 (27- |s%+zz_j§) oZr/3a0
31 0| 2 (‘%)312(6_ %) %e-—Zrﬂancosa
31 +1 7&7; (a%)m 54 %) Z -7/ sin petio
32 0| == (;7; 3'&%‘,—&;3«..(3“32,,_ 3

e
(]

32 s _
| 5 (a%,) ZE =130 sin peos D et
1

32 Vg .
) ZHF e 2300 gin? Petlie

0

lauten sie:

Graphische Darstellung des Radialteils R =
R, (r) (fiir Z =1):

TRU) n=1 20 R[!] n=2

0 * 1]
4 ] 4 8 12
r/107"%m r/10""%m 04 1=2
4 8 12
r/107"%m
Abb. 5.3. Die Radialfunktionen R, ;(r) des Wasserstoffatoms
fiir die Hauptquantenzahlen n = 1,2, 3. Die Ordinate 1st in
Einheiten von 10~® m /% aufgetragen

NB: Die Losungen ¥, (r, 9, ) sind Pro-
dukte von Laguerre-Polynomen R, ;(r) und
Kugelflichenfunktionen Y] ,,, (9, ¢).

Erstaunlicherweise hiangt fiir ein Ein-Elektronensysteme die Energie nicht vom Drehimpuls ab,
d.h. nur von n und nicht von [. Das gilt allgemein fiir Potentiale der Form V' o %
Fiir n = 1 ist der Bahndrehimpuls Null, d.h. das Elektron kreist nicht um den Kern (radial-

symmetrische Aufenthaltswahrscheinlichkeit).

Fiir n = 1 ist das Maximum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei r = rp. Die Bahn des Elek-

trons ist aber diffus!

Beweis: Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Volumen dV:

|U|2dV = |V’ dedydz = |V |*r? sin Idrddde

(Kugelkoordinaten)

Da ¥ = U(r) kénnen wir iiber ¥ und ¢ integrieren

)
—
=
SN
S
3
I

Trp

1 2
P - Arridr = —5e " drdr =

g 2
— e "B dr
B

d 4 2 2 _2r
—P(r) = — [27"— L] e '8 = 0 = Maximum bei r = rp
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Graphische Darstellung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |¥|? des Elektrons im Wasserstoffa-
tom:

n=2,f=l.m,=il

n=1,/=m=0 n=2,/=1,m=0

(a) (b)

an3 =2, myai?

n=3,/=2,m=1%1

n=3,{=m=0 n=3,/=1,m=0 n=3,l=2,m=0

()
FIGURE 8-5 Sketches of |yf® for the hydrogen atom in three dimensions:
(a)the n= 1 state, (b) the n=2 states, and (c) the n = 3 states. After R. Eisbergand R. Resnick, Quantum
Physics of Atoms, Molecules, Solids, Nuclei, and Particles, Wiley (copyright © 1985).
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Die Quantenzahlen [ und m; werden auch haufig mit lateinischen bzw. griechischen Buchstaben
bezeichnet (— Periodensystem )

=0 s sharp Im| =0 o
=1 p principel Im|=1 =
=2 d diffuse Im| =2 ¢
=3 f fundamental |m|=3 ¢
l=4,5... g, h.. m| =4~
(Namen stammen aus der Spektroskopie)

Darstellung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms:

E/eV
6 th= . n 1=0 =1 1=2 =3 1=4 lonisationsgrenze
| ~ 5
-084f= d 3 B F F 0%
“h=3 3s 3p 3d
83753 2 2s 2p
P 4neqr
-135— n=1 i 1

Abb. 5.5. Termschema des H-Atoms entsprechend den Energiewerten in (5.18). Die Energieskala ist maBstabsgetreu

4.2 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Aus der Losung der Schrodinger-Gleichung fiir das H-Atom finden wir, dass der Betrag des
Bahndrehimpulses nur folgende Werte annehmen kann:

L?=1(l+1)h* oder |Ll=+Il+1)h| 1=0,1,....n—1

Diese Quantisierung des Drehimpulses gilt nicht nur fiir das H-Atom, sondern allgemein fiir jeden
Bahndrehimpuls in der Quantenmechanik!

Damit ist auch die Rotationsenergie quantisiert

1?2 I(I+1)R?
= @ [: Tragheitsmoment

Erot = z—
P o 21

Dies gilt natiirlich auch allgemein und nicht nur fiir den Wasserstoff sondern auch fiir andere
Atome und Molekiile.
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Wir wollen jetzt die Komponente des Drehimpulses in einer beliebigen Richtung betrachten.
Dazu legen wir das Koordinatensystem so, dass diese, jetzt ausgezeichnete Richtung, der z-
Achse entspricht.

Wie erhélt man den Drehimpuls L aus der Wellenfunktion?

Den Transversalimpuls p’ erhalten wir durch Anwendung der Operation

0
¥
p= —iha% = —ih @ (Impulsoperator p)
9z
auf die Wellenfunktion: p¥ = —ih% = p¥
B Yp: — 2Py
Fiir den Drehimpuls gilt L =7x p= | zp, — zp,
TPy — YDz
Ganz analog definieren den Drehimpulsoperator L = —ih7 x %. Das Betragsquadrat des Dre-

himpulses, L2 = L2, erhalten wir durch zweimalige Anwendung des Drehimpulsoperators auf

die Wellenfunktion: L20 = (i x )W = I(1 + 1)R2¥ .

Demnach ergibt sich die z-Komponente des Drehimpulses L, = zp, — yp, durch Anwendung

des Operators L, = —ihi (xa% — ya%). Nach Einfiihrung von Polarkoordinaten lasst sich dieser
Operator einfacher schreiben als
ﬁz = —z’hi, also —ihi\lf =L,V
dp dp

Das vergleichen wir mit der Azimuthalgleichung, die aus der Separation der Schrédinger-
Gleichung entstanden ist:
? 2
6—802® + m; = 0

Offenbar gibt also die magnetische Quantenzahl m; die Komponente des Drehimpulses in z-
Richtung an:

my=0,£1,+2, ...+

Die z-Komponente des Drehimpulses kann also nur ganz bestimmte Werte annehmen. Auch
das gilt ganz allgemein fiir alle Drehimpulse in der Quantenmechanik.
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Beispiel fiir [ = 2

¥2h +
IL| = L =\/I(l + 1)l = /6h
Es sind nur 5 Einstellungen dieses Drehimpulses i

beziiglich der z-Achse moglich.
L,=0,+h +2h r

Beachte, dass keine Parallelstellung des Drehimpulses 0

zur z-Achse moglich ist, da L, immer kleiner ist als L

L=,/l(l+1)h >mh -hoT
2h T

Welche Werte haben die x- und y-Komponenten des Drehimpulses?
Diese Komponenten sind unscharf und koénnen nicht gemessen werden. Betrachten wir dazu
noch mal den Drehimpuls in Komponentenschreibweise:

o Yypr — Zpy La:
L=rxp=| 2p, —ap, | =| L,
TPy — YDu L,

Die gleichzeitige scharfe Messung von L, L,, L, wiirde bedeuten, dass die Orte z,y, z und die
Impulse p, py, p. gleichzeitig scharf gemessen werden. Das aber widerspricht der Heisenberg-
schen Unschirferelation! Wir kénnen deshalb nur L? und L, bestimmen, nicht aber L, und L,.
Mathematisch ausgedriickt: Die Losungen der Schrédinger-Gleichungen sind Eigenfunktionen
der Operatoren L? und L, (mit den Eigenwerten [(I + 1) und m), nicht aber die Operatoren
L, und L,.

NB: Man kann natiirlich noch die Kombination L2 4+ L? = L* — L? messen!

Zusammenfassung Drehimpulse in der Quantenmechanik:

e Der Betrag des Bahndrehimpulses ist quantisiert und kann die Werte annehmen
L*=I1(+1Rr% 1=0,1,2,...

e Die Komponente des Drehimpulses entlang einer Achse, iiblicherweise legt man die z-
Achse des Koordinatensystems so, hat scharf definierte quantisierte Werte
| L.=mh, m=0+142,.. . %I

e Diese Quantisierungsachse wird durch die Versuchsbedingungen vorgegeben, z.B. dufleres
Magnetfeld. Die anderen Komponenten des Drehimpulsvektors sind nicht messbar.

e Auch in der Quantenmechanik gilt die Erhaltung des Drehimpulses. Regeln fiir die Ad-

dition von Drehimpulsen werden spéter besprochen.

4.3 Magnetisches Moment

Klassische Elektrodynamik:
Ein Kreisstrom I bildet einen magnetischen Dipol mit dem magnetischen Dipolmoment
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A: Kreisflache

fi=1-A-7i ni: Einheitsvektor senkrecht zu A

Fiir das Drehmoment 7 und die potentielle Energie V' dieses Dipols in einem dufleren Magnet-
feld B gilt:

7=pixB V=—jiB

— v

Bohrsches Atommodell:

Wie grofl ist das magnetische Moment des Elektrons
auf seiner Kreisbahn um den Kern?

Kreisstrom [ = —e;- = —e >

(Ladung x Umlauffrequenz)

mit A = 772 erhilt man also

= —e%mﬂﬁ = —%ﬁ

und mit dem Drehimpuls L=7x P = mewr?it kénnen
wir schreiben

=3

=V

(& =

L

i=-

2m, v

Diese Relation, die wir aus rein klassischen Betrachtungen erhalten haben, gilt nun wieder all-
gemein in der Quantenmechanik. Wie wir gesehen haben, ist in der Quantentheorie der Atome
der Bahndrehimpuls eine wohldefinierte, messbare Grofle, im Gegensatz zum Bahnradius oder
der Kreisfrequenz!

Da das Elektron negativ geladen ist, sind /i und L antiparallel.

Wie der Drehimpuls ist natiirlich auch das magnetische Moment /i quantisiert. Fiir den Betrag
gilt:

. e

|| = [+ 1)n

- 2m,

Die GroBe | up = -2 | = 9,27-10~2* Am? heifit Bohrsches Magneton. Typische Magnetfelder in

2Me

Experimenten sind von der Gréflenordnung 17esla = 1T = 1%. Deshalb benutzt man fiir ug
héufig die Einheit | ugp = 0,58 - 10*4%

Fiir die z-Komponente des magnetischen Moments gilt

e e m.: Elektronenmasse

[y = _Q—mCLz = —2m6 mh my: magn. Quantenzahl

Wy = —My B m;=0,%+1,...,%l

Die z-Komponente des magnetischen Moments dndert sich also in Einheiten des Bohrschen
Magnetons. Jetzt wird auch der Name magnetische Quantenzahl verstidndlich.
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4.4 Der Spin des Elektrons

Die Schrodinger-Gleichung, so wie wir sie fiir das Wasserstoffatom aufgestellt und gelost haben,
kann nicht alle beobachteten Spektrallinien und deren Aufspaltung in dufleren Feldern, erkldren.
Dazu haben Gouldsmith und Uhlenbach 1925 den Eigendrehimpuls oder Spin S des Elektrons
postuliert. Wie der Bahndrehimpuls ist der Spin quantisiert und es gelten die Relationen:

15| = y/s(s + 1)h, s, = mgh s: Spinquantenzahl

Das Elektron hat einen halbzahligen Spin s = % und m, kann 2s + 1 = 2 Werte annehmen
ms = £
3 5
S| = +1)h = \/jh
1= lo = .
s, ==x=h
2 -

Man sagt, das Elektron ist ein Spin % Teilchen. Man hat viele
andere Elementarteilchen gefunden, die einen Eigendrehim-
puls besitzen. Sie werden eingeteilt in Teilchen mit halbzah-
ligem Spin (s = %, %, ...), genannt Fermionen, und Teilchen

mit ganzzahligem Spin (s = 0,1,2,...), genannt Bosonen. T A2 h

Zuriick zum Elektron:
Das magnetische Moment, das durch den Eigendrehimpuls erzeugt wird, ist wiederum propor-
tional zum Spin

15| = gsppy/s(s + 1)

Allerdings findet man, dass der Faktor g, (Landé-Faktor) den Wert

| 9, =2,0023...~2 |

hat im Gegensatz zum Bahndrehimpuls, fiir den ja gilt || = ppy/I(l + 1).

Hier stoflen wir endgiiltig an die Grenzen der klassischen Physik. Der Versuch, den Spin des
Elektrons und sein magnetisches Moment durch eine Analogie einer rotierenden, geladenen und
homogenen Kugel zu erkldren, versagt. Zundchst einmal haben wir keinerlei Anhaltspunkt fiir
eine raumliche Ausdehnung des Elektrons, wir konnen es als punktférmig annehmen. Experi-
mente der Hochenergiephysik schrinken den Radius des Elektrons auf r < 107 ¥m ein. Weiter
wiirde sich fiir eine homogene, geladene Kugel der Landé-Faktor zu 1 ergeben.
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Wir betrachten die mit w um eine Achse rotierende homogene
Kugel (Massendichte o)/, Ladungsdichte og).
Der Beitrag des Volumenelementes dV' zum Drehimpuls ist
dL = w - 0p;6%dV
und zum magnetischen Moment
dp = 0g - dV - £716° = Jwod*dV
Die Integration iiber
62dV = r? sin? ¥r? sin Odrdddyp = r* sin® ddrdidy
liefert in beiden Fillen 2R?V (V = $wR®, Kugelvolumen),
also
L=wimR? und p=iwiQR*> oder

I
L 2m

Der Spin ist wie Masse und Ladung eine intrinsische Eigenschaft der Teilchen

Der Spin des Elektrons und der Wert des Landé-Faktors findet seine Erkldrung in der relativistischen
Theorie, die von Dirac um 1928 aufgestellt wurde. Die Dirac-Gleichung, also die relativistische
Verallgemeinerung der Schrodinger-Gleichung, fordert auch die Existenz des Positrons, des An-
titeilchens des Elektrons, bzw. die Existenz von Antimaterie allgemein.

Stern-Gerlach Experiment:

Der experimentelle Beweis fiir den Eigendrehimpuls des Elektrons, sowie seine Quantisierung,
gelingt mit dem Experiment von Stern und Gerlach (1922). Ein Strahl aus Silberatomen wird
durch ein stark inhomogenes Magnetfeld geleitet. Fiir Silberatome gilt, dass der Drehimpuls
und damit das Magnetische Moment durch den Spin eines (des duflersten) Elektrons gegeben
ist. Nach dem Durchlaufen des Feldes werden die Atome auf einer Photoplatte nachgewiesen.
Das inhomogene Magnetfeld stellt ein Potential V' = —,u_;g dar und damit erfahren die Atome

eine Kraft F = —gradV mit einer Komponente | F, = (;7;), - 95 |

Photoplatte oder
Detektor

Mess -
ergebnis

Klassische
Erwartung

Atomstrahl

Die klassische Erwartung wiére, das alle moglichen Orientierungen des magnetischen Momen-
tes vorkommen, die Kraft auf die Atome deshalb alle Werte zwischen —| /Is|%—f und + |/ %—f
annehmen kann und die Atome deshalb einen Fleck auf der Photoplatte bilden.
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Hingegen sammeln sich die Atome in zwei Streifen, was bedeutet, dass die Komponente des
magnetischen Momentes, die wir untersuchen und z-Komponente nennen, nur zwei Werte an-
nimmt. Weil die Zahl der méglichen Werte aber 2s 4 1 ist, folgt daraus, dass der Drehimpuls
der Silberatome (und damit der Spin des Elektrons) s = 1 ist.

Gesamtdrehimpuls des Wasserstoffatoms:

Der Gesamtdrehimpuls J ist die Vektorsumme aus Bahndrehimpuls L und Elgendrehlmpuls 5
des Elektrons Der Gesamtdrehimpuls bleibt erhalten, nicht notwendigerweise L oder S.
J=L+5

Der Gesamtdrehimpuls ist quantisiert, nach den Regeln, die wir schon fiir L oder S gefunden
haben. Fiir den Betrag von J gilt:

= \i(i+Dh

Die moglichen Werte fiir j sind j = |l — s|,|l — s| + 1,..., |l + s|, wobei [ und s natiirlich die
Betriige von Bahndrehimpuls und Spin angeben: L = \/I(l + 1)k, |S| = \/s(s + 1)k
Fiir die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses gilt:

J, = mjh mit m; =—75,—j+1,...,7—1,J

z | 'Bo

Die Vektoren L und S préizedieren so
um den Vektor .J, , dass sich ein fester
Wert fiir den Betrag von J einstellt und
eine feste z-Komponente .J,. Der Ge-
samtdrehimpuls J prizediert wie iiblich
um die z-Achse.

Beispiel fiir [ = 1, d.h. p-Zustand des H-Atoms:

Die moglichen Werte fiir den Betrag des Gesamtdrehimpulses sind gegeben durch j =1—s,[+s
(wegen s = 1), also j = 3 und j = 2. Fiir die z-Komponente finden wir dann die Einstellmoglich-
keiten:

] =

j =

l\DIC»Jl\DIi—‘
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Graphische Darstellung:
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FIGURE 8-15 The total angular momentum, J=L+8, for a p state electron.
The total angular momentum is the vector sum of the orbital (L) and the intrinsic (S) angular
: I

b

momentum. Forapstate, £ = |, corresponding to

langular

f~2h. Theel

spin quantum number is 1/2, corresponding to an intrinsic angular momentum of /34 /2. The two
possibilities for the total angular momentum quantum number are (a) j = 1/2 or (b) 3/2 corresponding
tot =+3h/2 or Y15h/2. The smaller value of J corresponds to L and § being approximately

antialigned, and the larger value of / corresponds to L and S being approximately aligned

+Jy

37 +1)h

Jv—Jals l7v = el + 1, .. 51 + J2
3. Komponente J, = m;h
m;=—j,—7+1,..,7-1,7

4.5 Der Zeeman-Effekt

P. Zeeman entdeckte 1896, dass Spektrallinien von Atomen im Magnetfeld aufspalten. Wir
verstehen diesen Effekt natiirlich jetzt als Folge der Quantisierung des magnetischen Moments.
Zustinde mit unterschiedlicher magnetischer Quantenzahl m;, die normalerweise die gleiche

Die hier am Beispiel des H-Atoms be-
sprochenen Regeln fiir die Addition von
Drehimpulsen gelten allgemein fiir beliebige
Drehimpulse in der Quantenmechanik,
Bahndrehimpulse oder Spins Ji und Jp!

Energie haben (Entartung), erhalten eine zusétzliche potentielle Energie

Die Richtung des E—Feldes, die ausgezeichnete Richtung, legen wir entlang der z-Achse. Jetzt
ergeben sich fiir eine Bahndrehimpulsquantenzahl [ insgesamt 2(I + 1) Energiezustinde. Die

Differenz dieser Energieniveaus ist wegen m; =

14,1 1,1 [AE = B
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Beispiel fiir [ =1 und [ = 2:

- B=0 Bz0 m B=0 Bz0 m
&
kg ,' +2
s +1 Lo +1
o ir |: s
=2 JHT 2 “
. i -1 ‘: -1
-2 : -2
Am= +1|[|0 -1 Am= -1]||0 1
’ +1 11 viv +1
|:1.'_ 0 !=1,} ¥ v v 0
_1 ~ ¥ " 9 _1
Av Av
A a9
Absorption Vo Emission
Av=pg-—
Hg h

Abb. 5.12. Termschema fiir Zeeman-Ubergiinge mit Am =
+1.0 in Absorption und Emission

Der Energieunterschied AFE ist unabhéngig von den Quantenzahlen n,l,m;, d.h. die Aufspal-
tung der Energieniveaus im B-Feld wird zu dquidistanten Linien fiihren.
Av :"NB%
Welche Ubergéinge sind moglich?
Dazu miissen wir beriicksichtigen, dass das Photon einen Spin besitzt:
5] = /s(s + 1)h mit s = 1.

Fiir die z-Komponente des Photospins gilt m; = £1. Der Wert m, = 0 ist fiir das Photon nicht
erlaubt. Der Grund liegt in der speziellen Relativitdtstheorie: weil das Photon keine Masse
hat, gibt es kein System in dem das Photon in Ruhe ist. Die Werte my; = —1 und m,; = +1
entsprechen links- bzw. rechts-zirkular polarisierbarem Licht.

Die Drehimpulserhaltung, die auch in der Quantenphysik gilt, fithrt dazu, dass nur bestimmte
Anderungen der Quantenzahlen [ und m; erlaubt sind. Normalerweise erfolgen Uberginge durch
elektrische Dipolstrahlung. Aufgrund des Spins des Photons gelten folgende Auswahlregeln fiir
die erlaubten Uberginge bei Emission oder Absorbtion.

An#0 Al=+1 Am;=0 oder Am; ==+l

Da die Aufspaltung der Energiezustinde AFE iiberall gleich grof} ist, beobachtet man im Ma-
gnetfeld die Aufspaltung in drei Linien
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pupB

vy =1y —

Vs =1 vy: Frequenz der Linie ohne Magnetfeld
ppB

V3 = 1) + h

Wir haben hier den normalen Zeeman-Effekt besprochen und den Spin und das magnetische
Moment des Elektrons nicht beriicksichtigt. Das ist ndherungsweise richtig fiir Atome, bei denen
sich der Spin der Elektronen zu Null addiert, z.B. bei 2 Elektronen in der duflersten Schale, bei
denen der Spin entgegengesetzt steht 7.

Ist dies nicht der Fall, so tritt der anomale Zeeman-Effekt auf, der eine komplizierte Aufspaltung
der Linien zeigt.

4.6 Spin-Bahn-Kopplung (Feinstruktur)

Bereits ohne Anlegen eines dufleren Magnetfeldes kann man bei genauem Hinsehen eine Auf-
spaltung der Linien beobachten, die sogenannte Feinstruktur, fiir [ > 0. Der Grund dafiir ist die
Wechselwirkung des magnetischen Moments durch den Elektronenspinn mit dem Magnetfeld,
das durch die Bahnbewegung des Elektrons erzeugt wird.

Wir kénnen uns das ,halbklassisch® vorstellen, indem Kern B
wir uns in das Ruhesystem des Elektrons setzen. Der +Ze

Kern mit der Ladung +Ze ,,umkreist® das Elektron und —

erzeugt ein Magnetfeld am Ort des Elektrons. Die Ener- *

gie hingt nun wieder davon ab, ob die z-Komponente des ®

Elektronenspins (bzw. des magnetischen Moments) par- ¢

allel oder antiparallel zu diesem B-Feld steht. Die Ener-
gieaufspaltung durch die Spin-Bahn-Kopplung héngt al-
so von Betrag und Orientierung von L und § ab, d.h.
vom Gesamtdrehimpuls J.

Beispiel: Doppellinie des gelben Natriumlichtes:

1=1 3 W\ L S
=1 3&2 ‘ * Im Zustand [ = 0 gibt es keine resultieren-
‘ * de Kreisbewegung des Elektrons und daher
kein Magnetfeld, durch das das Energieni-
veau aufgespalten wird.
I=0 3, L=, =0l

= 2 mogliche Ubergiinge
Die Feinstrukturaufspaltung ist proportional zu o, daher der Name Feinstrukturkonstante.

Hyperfeinstruktur: Auch das Proton besitzt einen Spin (s = 3). Die Wechselwirkung mit dem

Spin des Elektrons fithrt zu einer Aufspaltung des Grundzustandes des H-Atoms. Der Ubergang
zwischen beiden Zustdnden (A = 21em) wird zum Nachweis fiir Wasserstoff im Weltall benutzt!
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4.7 Das Periodensystem der Elemente

Atome mit mehr als einem Elektron sind wesentlich komplizierter als das Wasserstoffatom. Der
Grund ist, dass die Elektronen nicht nur mit dem Kern, sondern auch untereinander wech-
selwirken. Im Gegensatz zur Beschreibung des Sonnensystems, bei der wir in guter Niherung
die Masse der Planeten gegeniiber der Sonne vernachléssigen diirfen, ist hier die Summe der
Elektronenladungen gleich der Kernladung.

Trotzdem kann man ndherungsweise die Elektronen durch Wellenfunktionen beschreiben, die
denen des H-Atoms sehr dhnlich sind. Das fiir uns wichtige Resultat ist, dass diese Wellenfunk-
tionen durch die gleichen 4 Quantenzahlen charakterisiert sind. Zusétzlich zu unserem Resultat
aus der Schrodinger-Gleichung (Kap. 4.1) miissen wir noch die Einstellung des Elektronspins
my beziiglich einer vorgewéhlten Achse beriicksichtigen:

n, l) my, Mg

Die zu klédrende Frage lautet nun: Welche Werte nehmen diese Quantenzahlen fiir die Elektronen
eines Atoms im Grundzustand an?
Die Antwort liegt im Pauli-Prinzip:
Ein atomarer Zustand kann hochstens ein Elektron aufnehmen. Zwei Elektronen in einem
Atom konnen nicht in allen Quantenzahlen n, [, m;, m ibereinstimmen.

Das Pauli-Prinzip ist die Konsequenz eines quantenmechanischen Phinomens, das mit der
Symmetrie der Wellenfunktionen von Elektronen zusammenhéngt. Betrachten wir die Wellen-
funktion fiir ein System von 2 Elektronen, z.B. das Helium-Atom:

U(ry, r3) 71,72 sind die Ortsvektoren der beiden Elektronen
Die Dichte der Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist dann gegeben durch 4 = |¥(r7,73)[%. Die

beiden Elektronen sind identisch und ununterscheidbar. Deshalb dndert sich % nicht, wenn
man die beiden Elektronen vertauscht, also

() = 1)

Beziiglich des Austausches der beiden Teilchen haben wir also zwei Moglichkeiten fiir die Wel-
lenfunktion:

symmetrisch:  Ug(r,rs) = +Vg(r, 1)

asymmetrisch: W 4(r7,75) = —W4(r3,77)

Diese Losungen setzen sich wie folgt aus den einzelnen Wellenfunktionen der beiden Elektronen
U, (77), ¥p(r3) zusammen:
1 — — — —
\Ifs = —[\Ifa(rl)qu(rg) + \Ifb(’l“l)\lfa(rg)]

1
V2
a und b bezeichen hier die beiden Sétze der vier Quantenzahlen n, [, m;, mg, die die Wellenfunk-
tion der beiden Elektronen charakterisieren. Der Faktor % dient zur Normierung.

Es gilt nun:

Vi = —=[Wa(r1) s (r2) — Wp(ri) Wa(r2)]
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Wellenfunktion (W,4).

Zwei identische Bosonen (ganzzahliger Spin) haben eine symmetrische Wellenfunktion
(V) und zwei identische Fermionen (halbzahliger Spin) haben eine antisymmetrische

Aus diesem quantenmechanischem Prinzip, zusammen mit obigen Uberlegungen, folgt nun
das Pauli-Prinzip. Zwei Elektronen kénnen nicht in allen Quantenzahlen iibereinstimmen, d.h.
a = b, ohne dass die Gesamtwellenfunktion ¥, verschwindet.

Zuriick zum Aufbau der Atome:

Das Pauli-Prinzip fiihrt zu einer Schalenstruktur des Atomaufbaus. Die Energie der Zustéinde
ist hauptséchlich durch die Quantenzahl n gegeben, durch Spin-Bahn-Kopplung und Wechsel-
wirkungen der Elektronen auch durch [. Die verfiighbare Zahl der Plétze fiir ein bestimmtes n,

d.h. eine Schale, ist 2n2.

Elektronenschalen
n Schale max. Anz. von e Konfiguration
1 K 2 1s®
2 L 8 2522pS
3 M 18 3s23p°®3at°
4 N 32 4s24pS4d104 f14

Bildliche Darstellung;:

H He Li

595969693‘259595959695959595959!9 3
Energy b9 0 N :
(arty scale) 59596.969 2 4

59 1

]_é 8 18 32

Number of electrons

FIGURE 9-2 Pauli exclusion principle for an atom with
a very large number of electrons (£ >> 1).

Each electron resides in the lowest energy state available and
only one electron is allowed in each quantum state. The encrgy
of each state is strongly dependent on the principle quantum
number n and somewhat dependent on the orbital angular
momentum quantum number /.

Be B

Achtung: Die Bahnen der Elektronen sind diffus! Diese Diagramme, sowie die Schalenstruktur
iiberhaupt, sind natiirlich so zu verstehen, dass es sich dabei um Maxima der Aufenthaltswahr-

scheinlichkeiten handelt!
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Die Besetzung der duflersten Schale bestimmt die chemischen Eigenschaften

" eines Atoms (Elements), z.B.: Neon hat wie Helium eine komplett besetzte,
abgeschlossene Schale. Deshalb dhneln sich diese chemischen Elemente. Es sind
reaktionstrige Edelgase.

Das Gegenteil ist z.B. beim Natrium der Fall. Dort ist wie beim Lithium nur ein
Elektron auf der &ufleren Schale. Dieses Elektron wird bei chemischen Reaktio-

nen gerne abgegeben. Das Bestreben, die &uflere Schale aufzufiillen erklirt das
chemische Verhalten der Elemente und chemische Verbindungen wie Na*C1l™ ..

Na

Damit verstehen wir auch die Abhéngigkeit des Atomvolumens und der Ionisationsenergie von
der Kernladungszahl Z:

105 _ He
. Cs Ne
£ Rb 3 20
o7 Ko % Ar
@ 15
€ 60 5 | Krs n
5 . ] v 4 X Hg Ha
<] Li Na Yb Hil 3 101 t 1 =
§ 30l \ - PR ? f“’”ﬂv f
<Jl MR ) VA EL | T
3 8 N i
15 quJ ' MU Ab Cs
0
0 10 20 30 40 50 60 70 8BO0—Z 0 10 20 30 40 50 60 70 80—+»Z
Abb. 6.16. Variation der Atomvolumina mit der Kernladungs- Abb. 6.17. Variation der lonisierungsenergie mit der Kem-

zahl Z 5 ladungszahl Z

Bei den Alkalimetallen (Li, Na, K...) wird mit dem Auffiillen neuer Schalen begonnen. Durch
Hinzufiigen eines Elektrons (Z + 1) reduziert sich der Radius. Das kann man qualitativ dadurch
verstehen, dass die Elektronen auf den inneren Bahnen die Kernladung abschirmen und deshalb
die beiden Elektronen in der &uleren Schale eine effektive Kernladung von +2e verspiiren (Bohr:
Ty OX %) Die Ionisationsenergie, d.h. die Energie die notig ist, das duflerste Elektron eines Atoms
zu entfernen, zeigt die gleiche Periodizitit. Dieses Elektron ist bei den Alkalimetallen leicht zu
entfernen, wihrend die dufleren Elektronen den abgeschlossenen Schalen der Edelgase (He, Ne,
Ar, ...) besonders fest gebunden sind.

In der Reihenfolge der Besetzung der Schalen, d.h. beim Aufbau des Periodensystems der
Elemente, gibt es einige Unregelméfligkeiten und andere Merkmale. Wir kénnen hier nur auf
einige Aspekte kurz eingehen.

1) Bei Argon (Z = 18) ist die dritte Schale (M-Schale) vollstindig mit Elektronen im s- und
p-Zustand gefiillt, d.h. fiir [ = 0 und [ = 1. Obwohl noch 10 Elektronen in die 3d Schale passen
wiirden, also [ = 2, beginnt beim néchsten Element Kalium (K) bereits das Besetzen der vierte
Schale. Erst ab dem Scandium (Z = 21) werden die 3d Zustiinde aufgefiillt (Ubergangsele-
mente). Ahnliche Verhiltnisse treten auf bei Besetzung der fiinfte Schale (ab Rubidium) und
den hoheren. Offenbar ist es u.U. energetisch giinstiger die néichste Schale mit s-Elektronen
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zu besetzen als Elektronen mit hohem Drehimpuls in der gleichen Schale hinzuzufiigen. Der
umgekehrte Fall liegt z.B. bei Chrom und Kupfer vor, die sich ein Elektron aus der M-Schale
zuriickholen.
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Elektronenkonfiguration der Elemente bis Z = 54:
(aus dem Buch von Otter und Honecker)

Ubergangselemente

Ubergangselemente

Atom Element Schalen Grundzu- lonisierungs—
Nr. K L M N ) stand bei  energie

Z o=1{o=2 [a=3 n=4 n=5 | L-S- eV

s s pls p d s p d |s p|Kopplung

1 Wasserstoff H [ 1 1812 13,60

2 Helium He §2 1Sy 24,58

3 Lithium Li §2 1 Sz 5,39

4  Beryllium Be 12 |2 1So 9,32

5  Bor B 12 |2¢t P11 8,30

6 Kohlenstof C {2 [2]2 *Py 11,26

7 Stickstoff N 2 213 4Sann 14,54

8 Sauerstofl o 2 214 *p, 13,61

9  Fluor F 2 |25 Py 1742
10  Neon Ne §2 |2 'So 21,56

11 Natrium Nafiz j2 6l Sin 5,14

12 Magnesium Mgj2 [2 6 ‘So 7.64
(3  Aluminium Al {2 |2 62]1 Py 5.98
14 Silicium Si 2 2 6212 *Po 8,15

15  Phosphor P 2 |2 6{2]3 “San 10,55

16 Schwefel S 2 2 6(214 3p; 10,36
17 Chlor Cl 2 2 6215 Py, 13,01

18  Argon A fl2 |2 6[2°6 'Sa 15,76

19  Kalium K 2 (2 6|2 6 1 2812 4,34
20 _Calcium_ _ Ca |f2 |2 612 6 Bl 'Se ___ _ 611
21 Scandium ~ Sc |2 1276|276 [ T2} B I » PP 6356 |
22 Titan Ti |2 2 612 6]2)2 ’F; 6,83
23 Vanadium vV 12 2 612 6312 “Fasa 6,74
24  Chrom Crjl2 |2 6[26]5]1 ’Ss 6,76
25  Mangan Moff2 {2 6|2 6| 5[7] Ss;2 7,43
26  Eisen Fe 2 {2 62 6 |6f§2 *Ds 7,90
27 Kobalt Co ||2 2 6(12 6172 *Fonz 1.86
28 Nickel Ni ||2 2 612 6] 8{2 3F. 7,63
29  Kupfer Cull2 |2 6|2 6 10]L 3Su2 1,72
B zik _ _zal> |2 el2 6102 _ | _|sm____9m_1
31 Gallium Ga {2 2 612 6 1021t P];z 6.00
32 Germanium Ge {2 2 612 6 10]2(2 o 7,88
i3 Arsen As 12 2 612 6 10123 Saz 981

34 Selen Se |2 2 612 6 101214 P: 9,75
35  Brom Br |2 |2 62 6 10]2[5_ Py 11,84
36  Krypton Kre |2 (2 612 6 10{2 6 'Sy 14,00
37 Rubidium Rb 2 2 6|2 6 10(2 6 1 281 4,18
38  Strontium _ Sr _§2 2 6(2 6 1012 6} _Hol 1S9 569
39~ Ytrum v 2127627610276 [ T{2] 7| *Dan 6,38 1
40 Zirkon Zr {2 2 612 6 1012 614 22 3F, 6,84
41  Niob Nbj2 {2 6{2 6 102 6] 4 *Dy2 6,88
42 Molybdin Mo 2 |2 62 6 1012 6] 51 Ss 7.13
43 Technetium Tc ]2 2 612 6 10(2 6]6/(1 ¢Doa 7,23
44 Ruthenium Ru |2 2 6(2 6 1012 6] 7t 3F, .37
45 Rhodium Rh §2 2 62 6 1012 6 811 *Fo2 7.46
46 Palladium Pd §2 2 6|12 6 10]2 6 8,33
a7__Silber _ _ _Ag |2 _|2_6|2_6 10|26 10 .15}
48 Cadmium cd |2 2 612 6 1012 6 8,99
49 Indiumn In |2 2 6|12 6 1012 6 579
50 Zinn Sn |2 2 612 6 1012 6 7,33
5t Antimon Sb |2 2 612 6 10)2 6 8.64
52 Tellur Te |2 2 6(2 6 10]2 6 9.01
53 Jod 1 2 2 62 6 1012 6 10,44
s4 Xenon Xe 2 2 6/2 6 102 6 12,13
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Fortsetzung der Elektronenkonfiguration fiir Elemente mit Z > 54:

Atom Element Schfnlcn lonisierungs—
Nr- N o e ”[ Q ] energi
7 gle

n=4d n=>5 n==6 n=7 eV

s p o d f s p d f s p dis
55 (Casium Cs 2 6 10 206 1 3.89
56 Barium Ba |12 6 10 12 6 2 521
$7  Lanthan La ]2 6 10 2 6|t 2 sel 4
58 Cer Ce 2 6 10| 242 6 2 56
59 Praseodym Pr 42 6 10| 3 §2 6 2 5.46
60 Neodym Nd {2 6 10} 42 6 2 551 |
6! Promethium Pm §2 6 10| 542 6 2 U
62 Samarmum  Sm (|2 6 10| 62 6 2 56 |2
63 Europium Eu 12 6 10| 742 6 2 567 |Wwi
64 Gadolintum Gd 2 6 10 742 6 1 2 616 | g
65 Terbium Tb |2 6 10] 92 6 2 598 |
66 Dysprosium Dy #2 6 10110 |2 6 2 6.8 9
67 Holmium Ho §2 6 10 {11 {12 6 2 )
68 Erbium Er 42 6 101242 6 2 608 (W
69  Thulium Tm 2 6 10 {1342 6 2 5.81
70 Ytterbium Yb |2 6 10 1412 6 2 6,22
71 Lutetium  Lu |2 6 10 142 6| 7 2 615 4 &
72  Hafnium Hf 2 6 10 142 6] 2 2 55 g
73 Tantal Ta 2 6 10 142 6] 3 2 1.7 =
74  Wolfram w |2 6 10 14|2 6} 4 2 798 | w
75  Rhenium Re |2 6 10 142 6] 5 2 787 | W@
76  Osmium Os 2 6 10 14 |2 6| 6 2] 87 | &
77 Iridium Ir 2 6 10 142 6{ 9 9,2 c
78  Platin Pt {2 6 10 14]2 69 1 9 |5
79  Gold Au 2 6 10 142 6 10 1 922 | -
80 Quecksiber Hg |2 6 10 14 |2 6 10 ] _t | 1043 1%
81 “Thallium ~— TI |2 6 10 142 6 10 211 611 :D
82 Blei Pb |2 6 10 1412 6 10 212 742
83  Wismuth Bi |2 6 10 142 6 10 213 7,29
84 Polonium Po |2 6 10 142 6 10 214 843
85 Astaun At 12 6 10 1412 6 10 215 9.5
g6 Radon Rn ]2 6 10 14,2 6 10 2 6 10,75
87 Francium Fr 2 6 10 1412 6 10 2 6 ] 4
88 Radium__ Ra J2 6_10 142 6 10l 42 6] [21 | 528
89  Actinium Ac 12 6 10 14(2 6 10 2 611]2
90 Thorium Th 2 6 10 14 |2 6 10 2 6]21]2
91 Protactinium Pa [2 6 10 142 6 10| 202 6] 1|2
92 Uran U §2 6 10 1412 6 10| 3§22 6|1]2
93 Neptunium Np |2 6 10 14 (2 6 10| 432 6] 2
94  Plutonium Pu |2 6 10 1412 6 10| 6 §2 6 2
95  Americium Am 2 6 10 142 6 10) 7§2 6 2 c
96 Curium Cm 2 6 10 1412 6 10 72 6]1]2 [
97  Berkelium Bk 2 6 10 1412 6 10] 82 6]1]2 ©
98 Californivm Cf 2 6 10 142 6 10[10 42 6 2 £
99 Einsteinium Es 2 6 10 14 {2 6 10|11 |2 6 2 o
{00 Fermium Fm |2 6 10 14 |2 6 10]1242 6 2 <
101  Mendelevium Mv 2 6 10 14 |2 6 1013 }J2 6 2
102 Nobelium No 2 6 10 14|2 6 10 1412 6 2
103 Lawrencium Lw 6 10 142 6 10 142 6]1 L
104
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2) Man beobachtet, dass es energetisch giinstiger ist, den Spin in nicht abgeschlossenen Schalen
parallel zu stellen. Man kann zeigen, dass diese Elektronen so im Mittel einen gréfleren Abstand
haben. Das verringert die gegenseitige Coulombabstoflung und reduziert daher das Energieni-
veaul.

Dies wird durch die Hundsche Regel ausgedriickt:

Im Grundzustand eines Atoms hat der Gesamtspin den maximalen Wert, der mit dem Pauli-
Prinzip vereinbar ist.

Spinkonfigurationen der zehn leichtesten Elemente:

s p § P
LE

s o] s p s o] s p s p s p s p s p
L‘Il l I1 I:I: I:I:I: r:|:| Fi] F
K Li Be B C N o F Ne

Abb. 6.14. Aufbau der Elektronenkonfigurationen fiir die Grundzustinde der zehn leichtesten Elemente

3) Ende des Periodensystems: Das Periodensystem bricht ab, weil Atome mit grofier Kernla-
dungszahl (ab Z > 92) instabil sind. Sie zerfallen durch Aussendung von a-Strahlung oder
durch Spaltung. Bis zum Element Z = 105 (Hahnium) sind die Elektronenkonfigurationen er-
mittelt. Die Elemente bis zur Ordnungszahl 109 sind zwar kernphysikalisch nachgewiesen, sie
zerfallen aber so schnell, dass iiber ihre Elektronenhiillen wenig bekannt ist.

Zum Abschluss besprechen wir noch kurz das Termschema des Natrium-Atoms. Das Natrium
hat abgeschlossene K- und L-Schalen und das elfte Elektron befindet sich im 3s-Zustand. Die
zehn inneren Elektronen schirmen das Potential des Kerns ab und ihre Drehimpulse addieren
sich zu Null, d.h. wir sprechen von einem wasserstoffahnlichen Atom. Dieser Atomrumpf ist aber
ausgedehnt, deshalb ist die Entartung aufgehoben. Besonders s- und p-Zustéinde unterscheiden
sich stark in der Energie (unterschiedliche mittlere Kernabstéinde!). Die s-Zusténde zeigen keine
Feinstrukturaufspaltung. Alle Zustédnde mit [ > 0 sind geméfl j =1+ % aufgespalten.

Einige Uberginge fiir elektrische Dipolstrahlung sind auch eingezeichnet. Besonders intensiv
sind die Uberginge 3p% — 35% und 3p% — 35%, die die gelbe Natrium-Doppellinie verursachen.

EleV)

2 25 2 2 2 2 2
-~ Sin Py ‘P “Dsp “Dan  “Figsn Gwnm
4

B e s osa s s s Bemerkung zur Notation:

2 i Die vollstdndige spektroskopische Termbe-
zeichnung ist

n2 i,

Dabei steht n fiir die Hauptquantenzahl, s
fiir den Gesamtspin der Elektronen L =
S,P,D,F,... fir den Bahndrehimpuls (I +
0,1,...) und J fiir den Gesamtdrehimpuls.

3s
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5 Rontgenstrahlung

Die chemischen Eigenschaften der Elemente sowie das Spektrun im sichtbaren, ultravioletten
(UV) und infraroten (IR) Licht, d.h. bei Energien bis zu einigen eV, werden durch die Konfigu-
ration der duBeren Elektronen bestimmt. Zum Versténdnis des Rontgenlichtes (hv einige keV
oder hoher) muss man die Elektronen in den inneren Schalen der schweren Elemente betrachten.

In einer Rontgenrchre wird Rontgenlicht durch Beschuss von z.B. einer Wolframanode (Z = 74)
mit beschleunigten Elektronen erzeugt. Die Elektronen werden abgebremst und geben ihre ki-
netische Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung ab (Bremsstrahlung). Man beob-
achtet fiir Wolfram (W) folgendes Spektrum fiir verschiedene Beschleunigungsspannungen:

4 Intensitat
LN JANEEEEEEE N
L 2 Y Solche kontinuierlichen Spektren erkliren
10 i . D i sich durch Ablenkung der Elekronen im Cou-
"""" 1 lombfeld des Kerns. Die Ablenkung stellt ei-
o AN | | . ) .
ne Beschleunigung dar, und eine beschleunig-
8 te elektrische Ladung strahlt elektromagne-
7 tische Strahlung aus, also ein oder mehrere
6 Photonen:
5 5 &
* _ - . Elektronen-
4 = ¥, / hille
3 e 2 '
2 F o
b
"
C
0 A
02 03 04 05 06 07 08 09 10
Wellenlange /10 "m
Abb.7.27. Spektrale Intensititsverteilung der Bremsstrah-
lung einer Wolframanode fiir verschiedene Spannungen U

Aus der Energieerhaltung folgt die maximale Frequenz des Rontgenlichtes, d.h. wenn die Ab-
bremsung durch Aussendung eines einzigen Photons erfolgt:

Grenzfrequenz: v =Y

bzw. Grenzwellenldnge: Ao = ﬁ

Ab einer bestimmten Energie der Elektronen treten Linien auf, die dem kontinuierlichen Brems-
spektrum iiberlagert sind.
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R Um diese charakteristische Strahlung zu erhalten, muss

U=100kv M, die Energie grof§ genug sein, um Elektronen aus den in-
neren Schalen auf freie Plidtze in héheren Schalen zu
beférdern oder das Atom zu ionisieren. Beim Auffiillen
des so frei gewordenen Platzes fallen Elektronen aus
hoheren Schalen herunter und senden Photonen aus, die
das Linienspektrum erzeugen.

K,

100 50 20 10 5 2
Energie / keV

02 0.5 10 20 50

z.B.: K,-Linie von L-Schale auf K-Schale (n=2—n=1)
Kjs-Linie von M-Schale auf K-Schale (n=3 —n=1)
L,-Linie von M-Schale auf L-Schale (n=3 —n=2)
Zur Berechnung der Energien bzw. Wellenldngen erinnern wir uns an die Energieniveaus von
Atomen mit Z > 1, die bis auf ein Elektron ionisiert sind.

2 2
E, = —1a2m802Z— = —13,66VZ—
2 n? n?
Wenn aber mehr als ein Elektron vorliegt, oder wie im vorliegenden Fall das Atom neutral ist,
wird ein Elektron durch die anderen von der Kernladung abgeschirmt, besonders durch solche
auf inneren Bahnen. Pauschal kann man das durch einen Abschirmungsparameter o beriick-
sichtigen, der von n aber auch Z abhéngt F,, = —13, 6eV(Z;—2”)2.

H. Moseley fand 1913/14 empirisch einen Zusammenhang fiir die charakteristischen Linien der
Rontgenstrahlung:

m > n K-Linien 0 ~ 1,

1 1
E =hv =13,6eV(Z — 0)? (ﬁ - W) L-Linien o ~ 7,4 usw.

Mit Hilfe des Moseleyschen Gesetzes hat man die Kernladungszahlen vieler Elemente bestimmt.

5.1 Absorption von Rontgenstrahlung
Allgemein beschreiben wir Absorption durch die Abnahme der Intensitéit I(z).

Absorber

' In der diinnen Schicht dr des Absorbers nimmt die In-
W o X tensitdt um den Betrag I(x + dz) — I(x) = dI(z) ab.
NN+ Diese Abnahme ist proportional zur Intensitit I(x) und

der Schichtdicke dx.
x dl(z) = —pl(z)dx

Durch Integration folgt daraus:

I(x) = [ye™"* exponentieller Abfall

Der Absorptionskoeffizient x4 hingt von der Energie (Wellenlinge) der Strahlung und dem Ma-
terial ab. Die Wechselwirkung der Photonen der Rontgenstrahlung mit der Materie geschieht
durch 3 Prozesse:
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1000+ L-Kanten
e Photoeffekt in inneren Schalen
Photoeffekt
e Comptoneffekt 100 7
K-Kante
e Paarbildung “
1
4 + . =
">~ Paarbildung
0,1+ a
////Comptoneffekt

f Eo/MeV
100 1000

Bei niedrigen Energien (< 100keV) tritt im wesentlichen der Photoeffekt auf. Der Absorpti-
onskoeffizient nimmt sehr schnell mit der Photonenergie ab. Sobald die Energie ausreicht, um
Elektronen aus einer weiter innen liegenden Schale zu schlagen, gibt es eine Erh6hung von p.
Dies fiihrt zu der Kantenstruktur (K-Kante, L-Kanten, usw.).
Ab etwa 0, 5MeV iiberwiegt die Compton-Streuung. Die Photonen geben Energie an Elektronen
mit vergleichsweise kleiner Bindungsenergie ab: e= +v — e~ + 7.
Ab etwa 5MeV iiberwiegt die Paarbildung. Im Feld eines Kernes wandelt sich das Photon in
ein Elektron-Positron-Paar um:

v—et+e” Die Mindestenergie fiir Paarbildung ist E, > 2m.c* = 1,022MeV

Der gesamte Absorptionskoeffizient setzt sich zusammen aus diesen 3 Anteilen

W= lPhoto T+ HCompton + Upaar

Die Matrialabhingigkeit ist im wesentlichen gegeben durch die Kernladungszahl Z, d.h. durch
die Zahl der Elektronen:

woc Z*

Diese Tatsache wird in der Medizin fiir Rontgenaufnahmen genutzt. Organisches Gewebe enthélt
hauptséchlich 1 H,s C,; N,s O. Knochen enthalten viel Calcium (3Ca). Daher werden die Ront-
genstrahlen in den Knochen viel stirker absorbiert.
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Massenschwichungskoeffizient p/ = % (0 = Dichte) als Funktion der Photonenergie fiir einige
Materialien:

Wellenidnge in X-Einherten
ol 0 R SR A e S e N 8 o e ) Lk e I N

000 = ——— —
:
om? Y
—-_— e
&
-
]
7000 2
B -Ag
}h::.ﬂ-’ a?
100 =
= \ I \ 0 Zani ger Ziexrronen
/s = oS \ j& =m
Py L i) i = 22
Pt \ \ 327 1136 2722 0%
e \ (749 10,50 277 9%
il sglu 892 207x 0%
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Bild 4,3 Massenschwichungskoeffizienten /o fiir Rontgen- und y-Strahlen. AuBerdem fix
Pb Photoeffeit t/g, Coxepron-Effekt o/g, Paarbildung x/p

Fiir chemische Verbindungen berechnet sich der Massenabsorptionskoeffizient aus denen der
einzelnen Atome, gewichtet mit ihrem Massenanteil.

5.2 Energiemessung von Rontgenstrahlung

Wie kann man die Energie von Rontgen-Quanten oder von Photonen mit noch héherer Energie
?
messen’

1. Messung der Wellenléinge durch Bragg-Reflexion (Kap. 1.3)
Diese Methode funktioniert natiirlich nur solange die Wellenldnge der Photonen nicht
sehr viel kleiner ist als die Gitterkonstante, d.h. Atomabsténde.
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2. Messung der Energie durch Proportionalzihlrohr, Szintillationszdhler, Halbleiterzihler

Proportionalzéhlrohr: (U ~ 1 — 10kV)

+0O U
N R ¢ Verstaerker
| Anodendraht |

Zaehlgas
i R

Das elektrische Feld im Inneren des Rohres ist £ = -1, r ist der Abstand vom Anodendraht,

Inte r

der im Zentrum des Rohres ist. r, ist der Radius des Rohres, r; ist der Radius des Drahtes,
typisch 10pm — 50um.

Durchfliegt ein geladenes Teilchen das Zahlgas, so ionisiert es die Atome und wird dabei ab-
gebremst. Es verliert die Energie pro Wegstrecke ‘fi—f < 0. Durch das angelegte elektrische Feld
driften die Elektronen und die Gasionen zum Draht bzw. zum Rohr. In der N&he des Ano-
dendrahts wird die Feldstédrke sehr groff. Die Elektronen werden beschleunigt bis sie ihrerseits
wieder Elektronen aus Atomen schlagen, die wiederum beschleunigt werden usw. Die so entste-
hende Lawine kann man elektrisch auf dem Draht nachweisen (Ladungsmessung).

Schematische Abhéngigkeit der Zahl der erzeugten lonenpaare von der angelegten Spannung.

L
[+
© 0 | —_
g 1 5
g =
o
£ &
S} e N
O 10° + s
S S
= £ a
= g g = , .
N £ S T Die Spannung U hiingt von der
10° 4 1S o 'c\JtS
2 5 s Gasart, dem Druck und dem
S 5 5 Drahtdurchmesser ab.
= > .
w0l 8 > Typische Werte: U ~ 1 — 10kV
g )
‘©
o
2
10° |

1

U
Im Proportionalbereich ist die gemessene Ladung in etwa proportional zum Energieverlust %
des geladenen Teilchens, daher kann dessen Energie gemessen werden. Zur korrekten Ener-
giemessung muss das geladene Teilchen im Proportionalrohr gestoppt werden. Bei héheren
angelegten Spannungen wird das elektrische Feld durch die Priisenz der positiven Gasionen
so reduziert, dass eine Sittigung eintritt (Geiger-Miiller-Bereich). Bei weiterer Erh6hung der
Spannung wird das Gas leitend und es bildet sich ein Funke aus.
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Durch Wechselwirkungen mit der Materie geben Photonen Energie an geladene Teilchen (Elek-
tronen) ab, so dass man auch Photonenenergien messen kann:

e Photoeflekt:

Die Energie des Photons wird vollstindig
an ein Elektron abgegeben, dessen kinetische
Energie dann von dem Proportionalrohr ge-
messen wird. Beim Auffiillen der Liicke in der
Elektronenhiille entstehen Photonen (Fluor-
essenzquanten). Wenn diese ebenfalls im Gas
wechselwirken, wird die volle Energie des
einfallenden Photons gemessen (Photopeak).
Wenn Fluoressenzquanten entweichen, ent-
stehen weitere Maxima im Spektrum.

Pulshoehenspektrum

Photopeak

Haeufigkeit

Ey-E’

.
|
Ey
Pulshoehe

e Comptoneffekt:

Das Photon gibt Energie an ein Elektron ab. Die Wellenlinge des Photons dndert sich
dabei um

AN=XN=A=A(l —cosO) A = mLec Comptonwellenlénge
Die kinetische Energie der gestoenen Elektronen hingt vom Streuwinkel © des Photons
ab, d.h. die Elektronen werden ein kontinuierliches Spektrum besitzen. Man findet fiir die
kinetische Energie des Elektrons:

_ g n(1l — cos O)
714 n(1 - cos©)

Ek — mec?

(Beweis siehe Ubung)

Das Elektron kann nicht die gesamte Energie des Photons E, iibernehmen. Die maxima-
le kinetische Energie (max. Anderung der Wellenlénge des Photons) wird fiir © = 180°
erreicht:

2
E]Tam = E]%QT/ < Ery Photopeak

Comptonkante

Wenn das gestreute Photon nicht mehr wech-
selwirkt, wird also maximal E}"** nachgewie-

sen (Comptonkante).

Haeufigkeit

E
Pulshoehe

e Paarbildung (y — et +€7):
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Die Energie des Photons wird in Ruheener-

gie (2m.c?) und kinetische Energie von Elek-

tron und Positron umgewandelt. Nach dem

das Positron abgebremst wurde, zerstrahlt es

mit einem Elektron der umgebundenen Ma- o, e

terie Escape
et +em — 2y

Photopeak

Haeufigkeit

£,
Pulshoehe
Wenn diese Photonen nicht mehr mit dem Detektormaterial wechselwirken reduziert sich die
gemessene Energie um mec? bzw. 2m.c? (Escape-Peak, Double-Escape-Peak).

Normalerweise finden alle drei Prozesse im Detektormaterial statt und das beobachtet Pulshchen-
spektrum enthélt alle hier beschriebenen Charakteristika. Die Ausprigung von Photopeak,
Compton-Kante und Escape-Peak hingt natiirlich von der Nachweiswahrscheinlichkeit des De-
tektors fiir Photonen ab, d.h. wegen I(z) = lye ¥ vom verwendeten Material und der Geome-
trie.

Fiir Proportionalrohre benutzt man Gase mit hohem 7, z.B. Argon.

Bei hohen Energien verwendet man meistens Szintillatoren. Das sind Festkorperkristalle wie
NaJ oder BGO (BiysGe3012). Es gibt auch organische Verbindungen (Plastik).

Das einfallende Photon regt die Elektronen im Kristall

% Photovervielfacher an, d.h. sie werden auf Zusténde hoherer Energie geho-

ben. Durch Aussendung von Licht, d.h. Photonen im Be-

‘ }—>3igna| reich von eV, fallen die Elektronen wieder in den Grund-

zustand zuriick. Diese Photonen werden in einem Photo-

vielfacher nachgewiesen. Der Trick beim Szintillator ist,

dass das Material fiir das eigene Licht durchlissig sein
muss!

Szintillator Lichtleiter

Die zugrundeliegenden Wechselwirkungen des einfallenden, hochenergetischen Photons mit dem
Szintillator sind die gleichen wie im Proportionalrohr. Daher gelten hier auch die oben be-
schriebenen Strukturen in dem Pulsh6henspektrum. Der Vorteil des Szintillators gegeniiber der
Proportionalkammer ist die hohe Dichte des Detektormaterials und damit die grole Nachweis-
wahrscheinlichkeit fiir Photonen.
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6 Laser

LASER: Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation
Ein MASER arbeitet nach dem gleichen Prinzip im Mikrowellenbereich (A = 10™°m — 10~'m).
6.1 Prinzip des Lasers

Es basiert auf der induzierten Emission von Photonen. Es gibt drei grundlegende Prozesse der
Wechselwirkung von Photonen und Elektronen in Atomen:

E»
\ ety S N Y
3 ~re— hy

spontane Emission induzierte Absorption  induzierte Emission

hv =E,-E, fur alle drei Falle

Induzierte Emission kann nur erreicht werden, wenn sich mehr Elektronen im Zustand 2 als
im Zustand 1 aufhalten Ny > N; (Besetzungsumkehr). Normalerweise ist aber N7 > N,. Im
thermischen Gleichgewicht sind die Besetzungszahlen durch die Boltzmann-Verteilung gegeben:

N. - \Y
M e_(ElkTE2) k=8,617- 10_56— Boltzmann-Konstante
Ny K
Z.B. ist im Wasserstorraton Fy — E; = 10, 2eV und bei einer Temperatur von 7' = 1000K ist
N2 — 4.10752
N :

Besetzungsumkehr kann durch optisches Pumpen auf einen metastabilen Zustand erreicht wer-
den:

Normalerweise fillt ein angeregtes Elektron nach sehr kurzer Zeit, typisch 1078s, wieder auf
den Ausgagszustand zurtick.

E

2 [} d.h. die Lebensdauer angereg-
hv . hv ter Zustinde ist typischerweise
AN - VA VaVaVaNy 2 -8

nach 10 s 107 °%s.
E v

Es gibt nun Zusténde, auf denen sich das Elektron wesentlich linger aufhalten kann, weil der
Ubergang in den Grundzustand durch Auswahlregeln verboten (genauer genommen: stark un-
terdriickt) ist, z.B.:
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2p

\ Der Ubergang 2s — 1s ist stark unterdriickt, da fiir
E 2s elektrische Dipolstrahlung die Auswahlregel Al = £1
// gilt. Der Ubergang Al = 0 (Umklappen des Spins!) ist
/ etwa 10° mal seltener!
1s 4

—> Funktionsweise des 3-Niveau Lasers

1. Anregung der Atome, z.B. durch Ein- E
strahlung von hv = F5 — E)

ANNNSD>
hv ANNANSTS> Ez
ANNNAD>
El
s . E
2. Innerhalb von ~ 107°s gehen die Elek- 3
tronen in den metastabilen Zustand
Es iiber, unter Aussendung von Licht E
hv' = E5 — E5 oder auch strahlungslos ’
durch Sto8le der Atome.
El
. . E
3. Es sind sehr viele Atome vorhanden, 3
bei denen Elektronen in einem meta-
stabilen Zustand sind (Lebensdauer ~ eee E
10~3s) Besetzungsumkehr ’
El
4. Durch Einstrahlung weniger Photonen E,
hv'" = FEy — E; wird die Emission
weiterer Quanten induziert. In kurzer E
Zeit kehren die Elektronen aller Atome ’
wieder in den Grundzustand zuriick hv? AT /Wm\/; hv
) NS

Induzierte Emission = Lichtverstirkung E

Bei spontaner Emission sind die einzelnen Photoemissionen unabhéngig voneinander: Strahlung
in alle Richtungen, Phasen der Wellen sind beliebig zueinander (inkohérente Strahlung).

Bei induzierter Emission haben die erzeugten Photonen die gleiche Richtung und stehen mit
dem eingestrahlten Photon in einer festen Phasenbeziehung (kohédrente Strahlung).
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6.2 Aufbau eines Lasers

Resonator
) : " LB Zur Auskopplung des Laserlichts
S ist ein Spiegel halbdurchlissig.
strahl
Spiegel T T T T Spiegel

Energiepumpe
Abb. 8.1. Aufbauprinzip eines Lasers

Ein Laser besteht im wesentlichen aus drei Komponenten:

e Dem aktiven Medium, in dem durch Energiezufuhr eine Besetzungsinversion erzeugt wird,
z.B. He-Ne Gas, Rubinkristall, Halbleiter, ...

e Der Energiepumpe, die die Besetzungsinversion erzeugt,
z.B. Blitzlampe, Gasentladung, Laser

e Dem optischen Resonator, bestehend aus zwei Spiegeln. Der Abstand d der Spiegel ist so
abgestimmt, dass sich eine stehende Welle ausbildet:
2d = %m, n: Brechungsindex m =1,2,3,...

Eigenschaften des Laserlichts:

e riumlich kohérent: alle austretenden Wellenziige schwingen mit gleicher Phase

e zeitlich kohérent: die Phasen der Wellenziige bleiben entlang des Strahls unveréndert. Das
bewirkt, dass das Laserlicht sehr monochrom ist (5% ~ 10~ '°)

e starke Biindelung des Lichtes: durch die zwei parallelen Spiegel werden nicht-parallele
Strahlen nicht verstirkt

Beispiel fiir einen Laser: der Helium-Neon-Laser

- |_1W a Ein Glasrohr (¢ ~ 1lem) ist mit einem
R20995 [ L J_ o Gemisch von He und Ne (7:1) gefiillt.
e
! "\1 /

Durch Gasentladung werden die He- und

sp1 |-~ \—E”=Su2 / Ne-Atome durch Stofe mit Elektronen an-
A 4 “HotNo I P
7 geregt. Insbesonders entlang der Lingsachse,
Kapillare Alu- Kathode ’ Anode Laser-

Gasiesorvolr - Glaszyiinder sranl an der die Feldstérke hoch ist (Kapillare).
Abb. 8.8. Aufbau eine He-Ne-Lasers
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Termschemata von He und Ne:

Einige der angeregten He-Atome fal-
Elev) len auf die metastabilen 2's und 23s
2{ He' Zusténde. Diese konnen nicht fiir den
Laserbetrieb benutzt werden, weil die
1s Zusténde noch wesentlich stéarker be-
2] Ne* nutzt sind, d.h. keine Besetzungsum-
2 kehr. Durch St68e mit Neon-Atomen
- }—*E% konnen diese metastabilen Zusténde
die Energie auf Neon-Atome iibertra-
\Xz\;‘\i.: 1 gen. Das funktioniert besonders gut mit
, — R .
Neon, da es Anregungszustinde mit
fast der gleichen Energie besitzt, z.B.:
2 3S ;':. Ne : E55' — Egp = 20,66€V
R i He: Eys — E15 = 20,61eV

234

0 1
Helium (1s)? Neon [1s)? (2s1% (2p)®

Fig. 6.54: Das Energieniveauschema fiir den Helium-Neon-Laser.

Damit erreicht man eine Besetzungsinversion beim Neon: die 5s und 4s Zusténde sind stédrker
bevolkert als z.B. der 3p Zustand. Diese Ubergéinge kann man durch Auswahl des Spiegel-
abstandes fiir Laserlicht nutzen. Besonders hiufig nutzt man den Ubergang 5s — 3p aus:
AL = 632, 8nm.

Der Ubergang 3p — 3s erfolgt durch spontane Lichtemission und der 3s Zustand wird durch
Stofe mit den Winden abgebaut (deshalb diinnes Rohr!)

Es gibt viele verschiedene Lasertypen:

e Gaslaser: He-Ne, CO,, Ar
e Festkorperlaser: Rubin, Neodym - YAG (Nd - Y3Al505)

e Farbstofflaser: bestehen aus Farbmolekiilen (z.B. Rhodamin), die in einer Fliissigkeit (z.B.
Athylenglykol) gel6st sind.

Farbstofflaser und einige Festkorperlaser haben den Vorteil, dass die Wellenlénge des Laser-
lichts innerhalb eines bestimmten Bereichs kontinuierlich verdndert werden kann. Die Auswahl
der Wellenlénge erfolgt durch optische Methoden (Spiegel, Gitter). Dies ist moglich, weil sich
in Festkorpern die diskreten Energieniveaus der Atome zu kontinuierlichen Bénden aufweiten.

Laser haben heute eine grofie Bedeutung:

e CD-Spieler, Strichcodeleser
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e Bohren, Fréisen, Schneiden
e Medizin

e Entfernungsmessung, z.B. Erde-Mond

6.3 Breite der Spektrallinien

[ Natiirliche Linienbreite

Angeregte Zusténde haben eine endliche Lebensdauer Fiir einige Ubergange der elektrischen
Dipolstrahlung ist die mittlere Lebensdauer 7 ~ 10785, bei unterdriickten Ubergingen ist sie
sehr viel hoher. Nach der Heisenbergschen Unscharferelation bedeutet dies aber, dass die Ener-
gie des angeregten Zustands nicht beliegig genau definiert ist bzw. nicht beliebig genau gemessen
werden kann. Die Unschérfe der Energie AFE ist:

AE-7=h

Die Energie des emittierten Photons ist deshalb nicht beliebig scharf definiert (Wellenpaket!).
Wenn man die Energie vieler solcher Photonen mit sehr hoher Genauigkeit messen konnte,
wiirde man folgende Intensitétsverteilung finden:

IHw)

N~ Imax Lorentz-Kurv

e
B

(w—wo)>+17
w=2my, I'=1
(Ableitung siehe Otter/Honecker)

1
L
I |
(.

Wil/2 Wy wtl/2

Die natﬁrliche Linienbreite ist sehr klein, z.B. fiir 7 = 1085 ergibt sich
AE =2=nhl'=6,6-10"%V

IT Doppler-Verbreiterung
Die Temperaturbewegung der Atome fiihrt zu einer Dopplerverschiebung des emittierten Lichts

v =1, (1 4 E) u: Geschwindigkeitskomponente des Atoms entlang der
Richtung des emittierten Photons (fiir u < ¢)

Die thermische Bewegung der Atome wird durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung beschrie-
ben:

M

u2
e~ %iTduy  M: Masse des Atoms T Temperatur
2rkT

f(u)du =

Die thermische Bewegung der Atome bewirkt demnach eine Gauf-Verteilung der Frequenzen
(Energien) um den Mittelwert £y = hvy. Durch Einsetzen von u = (v —vp).-, du = (=dv in die
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rechte Seite und Umschreiben auf F = hv erhalt man

1 =By’

e 22 dE mito = AIZIC;EO

I(E)dE =

2o

Die Verbreitung der Linien auf Grund der Temperatur Bewegung ist also gegeben durch die
Breite der GauB-Glocke o.

Achtung: Héufig definiert man als Linienbreite den Abstand I' der beiden Punkte, bei denen
die GauB-Kurve auf die Hilfte des Maximalwerts abgefallen ist (FWHM: Full Width Half Ma-
ximum)

' =24/2In(2)0 = 2,40

Die Doppler-Verbreiterung ist wesentlich grofier als die natiirliche Linienbreite, z.B. findet man
fiir die H,-Linie (Ey = 1,89¢V) des H-Atoms (Mc?* = 938MeV) bei T = 300K:

0=5,3-107%E;, = 107%V

Eine Verbreiterung von &hnlicher Gré8enordnung wird durch Stéfle der Atome verursacht. Sie
hidngt vom Gas und vom Druck ab.

ITI Messung der natiirlichen Linienbreite

Anzeige der
Photozelle

urbs?offluser

—Strahlenteiler )
(teildurchlassiger Spiegel)

Sattigungsstrahl

Teststrahl
vl (Strahl 1)

{Strahl 2)

Spiegel 2, Wasserstoffatome / Spiegel 1

Photozeile

Die Intensitét des Teststrahl wird durch Absorption durch die H-Atome geschwiicht. Die absor-
bierte Intensitit folgt dabei der Doppler-Verbreiterung der Linie durch die thermische Bewegung
der Atome. In der Ndhe der Frequenz wg tragen nur Atome bei, fiir die die Dopplerverschie-
bung Null ist, d.h. Atome die sich gar nicht oder senkrecht zum Laserstrahl bewegen. Diese
Atome sind aber bereits zum groflen Teil durch den wesentlich intensiveren S&ttigungstrahl
angeregt, d.h. stehen zur Absorption des Teststrahls nicht mehr zur Verfiigung. Nur wenn die
Laserfrequenz auf wy abgestimmt ist, regen beide Strahlen die gleichen Atome an. Die Breite
des Maximums bei wq ist demnach allein durch die natiirliche Linienbreite bestimmt.

63



7 Molekiile und Festkorper

Mit Ausnahme der Edelgase He, Ne, Ar, Xe, Rn treten alle anderen Atome im Allgemeinen
gebunden in Molekiilen und Festkérpern auf. Die beobachteten Strukturen reichen von einfach-
sten Molekiilen aus zwei Atomen (z.B. Hy, Oy, CO) bis hin zu sehr komplexen Molekiilen (z.B.
10* Atome in einem DNS Molekiil) oder Festkorperkristallen.

7.1 Bindungsarten

Bindung von Atomen tritt auf, wenn die Gesamtenergie der Atome im gebundenen Zustand
niedriger ist, als wenn die Atome einzeln vorliegen. Dies wird realisert durch das Arrangieren
der (dufleren) Elektronen in Energiezustéinden, die niedriger sind als diejenigen von einzelnen,
separierten Atomen.

Klassifizierung von Molekiilbindungen:

Typ Mechanismus Beispiel

Ionisch Elektroneniibertrag NaCl

Kovalent Teilen von Elektronen, mehrere Atome H,
H-Briickenbindung DNS

van der Waals Dipolanziehung Wasser

Metallisch Teilen von Elektronen, iiber sehr viele Atome Metalle, Halbleiter

a) Ionenbindung

Wir betrachten als Beispiel NaC'l. Im Bestreben abgeschlossene P-Schalen zu erhalten, gibt das
Natrium sein dufleres Elektron an das Chlor ab. Die Ionisationsenergie fiir Natrium ist 5, 1eV,
wihrend man 3,66V gewinnt, wenn man dem Chlor-Atom ein Elektron hinzufiigt (Elektronaf-
finitéit). Fiir weit entfernte Na*- und Cl~-Ionen sieht die Energiebilanz wie folgt aus:

Na+5,1eV — Nat +e”
Cl+e Ol +3,66V

Die Bindung beruht nun auf der elektrostatischen Anziehung der entgegengesetzt geladenen
Ionen. Die potentielle Energie zwischen den beiden Ionen als Funktion des Abstandes setzt sich
zusammen aus drei Anteilen: Differenz von Ionisationsenergie und Elektronaffinitét, elektrosta-
tische Anziehung, sowie Abstoflung der Elektronenhiillen:
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Admeg T r

(C, a sind Konstanten)

Die Abstolung bei kleineren Absténden, be-

schrieben durch den Term C'“—, kann man 5

auch als Folge des Pauli-Prinzips auffassen. @ °

Bei sehr kleinen Abstéinden iiberlappen die

Wellenfunktionen der Elektronen. Da deren

Wellenfunktion antisymmetrisch sein muss,

werden sie zum Teil auf héhere Energienive-

aus gezwungen. “00 o5 1o is
FIGURE 10-3 Molecular porte[::;:l.

Total energy (ionization + affinity + Coulomb attraction+ Pauli

exclusion principle) versus separation distance r between Na*
and Cl-.

Vi(r)=1,56V — <14 o [ —‘

Fiir NaCl findet man die minimale potentielle Energie (Bindungsenergie)
E, = —3,6eV  bei einem Abstand von r =2,4-107"%mn  (fiir ein NaCl-Molekiil).
Fiir einen NaCl-Kristall findet man E, = —6,4eV und r = 2,8 - 10 9m.

Elektrisches Dipolmoment:

Zwei ungleichnamige Ladungen @ im  Skizzen eines NatCl~-Molekiils und
Abstand d besitzen ein elektrisches Dipol- der Struktur eines NaCl-Kristalls:
moment (18 electrons)
p— Qd HOEJK"MQ
Fiir das NatCl~-Molekiil wiirden wir also
ein Dipolmoment von 0zamm
P=e-d {a) Single molecule
=1,6-107945-2,4-10"m
=3,8-1072Asm

erwarten. Experimentell findet man aus
der Verschiebung der Energieniveaus im
elektrischen Feld: P = 3,0 - 102 Asm. Da
man den Abstand der beiden Atome sehr
gut messen kann, interpretiert man den
experimentellen Wert von P so, dass der
effektive Wert der Ladung nicht e sondern
0,8¢ ist. Anders ausgedriickt: Das &duflere

Elektron hilt sich im Mittel 80% der Zeit FIGURE 10-4 Sketch::.t::‘eclr::‘tiondislributionsinllj
beim CthI' auf, den Rest der Zelt belm llu!\ICImnluule.lnd[b}lheNaClcrysul.

This crystal lattice structure is called face-centered cubic.

Natrium.

Ionenkristalle sind Nichtleiter. Die Elektronen sind an die Atome gebunden und deshalb gibt es
keine frei beweglichen Ladungstriger. In Fliissigkeiten geloste lonenkristalle leiten den elektri-
sche Strom, weil sich die Ionen selbst, z.B. Nat und CI, relativ frei in der Fliissigkeit bewegen
kénnen.

b) Kovalente Bindung
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Diese Bindungsart zeichnet sich dadurch aus, dass sich mehrere Atome ein oder mehrere duflere
Elektronen teilen, in dem Bestreben duflere Schalen aufzufiillen.

Das aller einfachste Beispiel ist das H, -Molekiilion, bestehend aus 2 Wasserstoffkernen und
einem Elektron. Fiir dieses Molekiil kann die Schrédinger Gleichung exakt gelost werden (siehe
z.B. Demtroder oder Otter-Honecker).

H., -Losung:
Wellenfunktion des Elektrons Energie als Funktion des Protonabstandes R:

AE

Ea(R)
2,5

1,76 eV
ES{R}

Abb.9.9. Potentialkurven E,(R) und E,(R) fiir die symme-
n )

Abb. 9.8ab. Schnitt durch die zylindersymmetrischen Funk trische Elektronendichteverteilung |w4(R)|~ und fiir die an-
B ¥ 5

tionen (a) ys und wi: (b) |ya|” und [w]” tisymmetrische Verteilung |y, (R)|~

Es gibt zwei Losungen fiir die Wellenfunktion, von denen eine (¥,) einem gebundenen Zustand
entspricht. Zwei Effekte tragen zur Bindung bei:

e Die hohe Aufenthaltswahscheinlichkeit des Elektrons zwischen den beiden Kernen redu-
ziert deren Abstoflung. Beide Protonen werden durch das Elektron in die Mitte gezogen.

e Das Elektron hat mehr Raum als in einem H-Atom. Deshalb wird seine Ortsunschérfe
grofler und die Impulsunschérfe kleiner. Das fiihrt zu einer Reduzierung der kinetischen
Energie T' = %.

Bei H>-Molekiilen sind zwei Elektronen vorhanden, die sich auch bevorzugt zwischen den Ker-

nen aufhalten. Weil sie sich praktisch im gleichen Energiezustand befinden, sind wegen des

Pauli-Prinzips ihre Spins entgegengesetzt (1).

Andere einfache Beispiele fiir kovalente Bindungen sind die Gase Oy, Ny, COs. Sehr wichtig sind
die kovalenten Bindungen des Kohlenstoffs, die die Grundlage der organischen Chemie bilden.
Im Kohlenstoffatom ist die L-Schale mit vier Elektronen genau zur Hilfte besetzt. Deshalb ist

eine Bindung mit vier Wasserstoffatomen moglich. Das einfachste organische Molekiil ist das
Methan C'Hy:
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H H
oder |

H :C:. H H—C — H
= = |

H H
Das Methan-Molekiil bildet einen Tetraeder mit
dem Kohlenstoffatom in der Mitte und den vier H H
Wasserstoffatomen an den Ecken.

Auf der Eigenschaft des Kohlenstoffs, vier Elektronen fiir kovalente Bindungen zur Verfiigung
zu halten, beruht die organische Chemie mit ihren komplexen, vielseitigen Molekiilen, z.B.:

H H H H

\ \ \ \
H—-—C—-—C —H H—C—C — OH

\ \ \ \

H H H H

Athan, Athanol ,....

Die Bindungsenergien pro Molekiil liegen bei der kovalenten Bindung, ebenso wie bei der Io-
nenbindung, in der Gréflenordnung von eV, also den Bindungsenergien der &ufleren Elektronen
eines Atoms. Auch bei der kovalenten Bindung ist die elektrische Leitfahigkeit gering.

Kovalente Bindung kann zur Kristallbildung fiihren, z.B. der Diamant, der aus Kohlenstoff be-
steht. Haufiger werden Festkorper aber durch van der Waals Bindungen der Molekiile aufgebaut.

¢) Van der Waals Bindung

Diese Bindung beruht auf der Anziehung elektrischer Dipole. Symmetrisch aufgebaute Molekiile
(Hy, N3, O,,...) haben kein permanentes elektrisches Dipolmoment. Es gibt aber Molekiile, die
ein solches besitzen, z.B. das Wasserstoffmolekiil:

¢ O\ Das Molekiil ist abgewinkelt, die beiden H-Atome bilden

einen Winkel von 105°. Die Elektronenaffinitit des Sauer-

/ 1050\ stoffs bewirkt, dass sich die Elektronen der O H-Bindung im
S~ Mittel ndher beim Sauerstoffatom aufhalten.

H H

Ein induziertes Dipolmoment entsteht durch Verschiebung der Ladungen in einem dufleren elek-
trischen Feld.

Dipolmoment p'= oF
«: Polarisierbarkeit
E': elektrisches Feld

Elektronenhuelle
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Die potentielle Energie eines elektrische Dipols ist V' = —ﬁE, analog zur potentiellen Energie
eines magnetischen Dipols. Van der Waals Bindungen treten nun dadurch auf, dass sich die
Molekiile gegenseitig auf Grund von Schwingungen ein Dipolmoment induzieren. Das Dipolmo-
ment eines Molekiils induziert ein Dipolmoment im Nachbarmolekiil und umgekehrt. Das Feld
eines Dipols ist F T%, deshalb gilt fiir die potentielle Energie:

Vo E? x & oder wegen F=—grad(V) F +

Die van der Waals Kriifte fallen sehr schnell mit dem Abstand ab; diese Bindungen haben nur
eine kurze Reichweite. Auflerden sind die Bindungsenergien klein 0,01eV — 0, 1eV. Wasser ist

eine Ausnahme (permanenter Dipol!) und hat deshalb einen relativ hohen Siedepunkt, z.B. im
Vergleich zu Hy, Oy, C'O>, ...

d) Metallische Bindung

Hier handelt es sich um eine kovalente Bindung, bei der es aber nicht gelingt abgeschlossene
Schalen zu finden. Sie tritt bei Metallen und Halbleitern auf. Die Bindungselektronen sind nicht
auf einige Atome verteilt, sondern iiber sehr viele (makroskopische Ausdehnung von Kristallen).
In Metallen sind diese Elektronen frei beweglich, was die elektrische Leitfdhigkeit erklart.
Néheres: siehe Festkorperphysik.

7.2 Molekiilschwingungen und Rotationen

Molekiile senden sehr komplizierte Spektren aus, die aus Gruppen von eng benachbarten Lini-
en bestehen (Bénder). Der Grund ist, dass neben den Anregungen der Elektronenhiillen auch
Schwingungen und Rotationen der Molekiile angeregt werden kénnen.

a) Schwingungen
Klassischer harmonischer Oszillator:

= R d*z
Fr =-—-D¥ FI = —mW
d’z D , D
m Potentielle Energ1e
/ F.dé =D / fde = -

‘ (fiir V(z = 0) 0)

X
Quantenmechanische Beschreibung eines harmonischen Oszillators durch stationére Schrodin-
ger Gleichung:

B ()

o2m  Oz2

+[E—V()]o() =0

Fiir das Potential setzen wir das klassische Resultat V' (z) = %D:L‘Z ein. Wir erhalten diese Form
des Potentials, wenn wir eine Taylorentwicklung des Ansatzes fiir die potentielle Energie eines
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Molekiils als Funktion des Atomabstandes fiir kleine Auschléige um das Minimum machen. Zur
Erinnerung: Formel fiir eine Taylorentwicklung der Funktion f(x) um die Stelle x = zy:

o-gearer

Das Einsetzen des Potentialansatzes in die Schrédinger Gleichung ergibt:

2 09()

2m Oz?

+ [E - %Dﬁ] b(x) =0

Die Losungen dieser Gleichung sind hermitesche Polynome, die von einer Quantenzahl n abhéngen,
n=1,23,4,...

() = Ce™ v’ Yy = ’/n;—(;o:c wy = %
po(x) = Cye™” .

AR

$u(x) =C [y?’ - 375] eV’

Die Quantenzahl charakterisiert die erlaubten Energieniveaus. Die erlaubten Energien sind ge-
quantelt.

1
E, = {n— —] hwy
2

Quantenmechanischer, harmonischer Oszillator:
Wellenfunktionen und Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

v=1

Abb.4.19. Aguidistante Energieniveaus und Quadrate der
Wellenfunktion im Parabelpotential des harmonischen Oszil-
lators

Beachte, dass fiir n = 1 das Maximum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit bei z = 0 liegt. Beim
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klassischen Oszillator ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit an den Umkehrpunkten maximal,
denn dort ist die Geschwindigkeit Null. Dieser klassische Fall ergibt sich aus der quantenme-
chanischen Beschreibung fiir grole Quantenzahlen n (Korrespondenzprinzip).

Z.B. fiir n =11
'k
]
1 Klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit:
it _dt _ 1
1 W(x) =T = e
i T: Schwingungsdauer
! ] _ dz
:.l v(x) = 5
I
|
I
i\
- =
6 3210 1 2 3 45 6 °
Abb. 4.20. Klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeitals Mit-
telwert der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir groBe Schwingungsquantenzahlen v, hier fiir v = 10. Die
Abszisse ist in Einheiten von & = x - \/me /h aufgetragen
E
7 m)ak e —
Diese Energieniveaus sind dquidistant: 270 hv
AVAVAV
En—l—l - En = th == hVO 5
Im Gegensatz zum klassischen Oszillator be- 2 Mg "
. . . . AY)
sitzt der quantenmechanische Oszillator eine AVAVAV,
: _ 1 : 3oL
Nullpunktsenergie F; = jhw die dem Sy- 3 hog
stem nicht entnommen werden kann! 2 VaVaVELA
1, 1\
2 hog
0

Néherungsweise kénnen wir die Schwingungen der Mokeliile als solch einen quantenmechani-
schen, harmonischen Oszillator beschreiben, z.B. fiir ein 2-atomiges Molekiil.

D Die Eigenfrequenz ergibt sich aus wy = %, wobei M = e
W‘ die reduzierte Masse des Systems ist. Die Federkonstante erhal-
m, m, ten wir aus der Taylorentwicklung des Potentials um das Minimum.

Fiir groflere Ausschlige, d.h. grofle n gilt diese Ndherung nicht mehr (der Oszillator ist nicht
mehr harmonisch) und die Energieabstinde sind nicht mehr dquidistant. Sie werden beliebig
klein, wenn man sich der Dissosiationsenergie néihert (V' = 0):
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Die Energien fiir Schwingungsanregungen
von Molekiilen liegen in der Groéflenordnung
AE =~ 0,1eV, das entspricht infrarotem
Licht. Elektromagnetische Wellen werden
allerdings nur ausgesandt (bzw. absorbiert),
wenn es zu einer Anderung des elektri-
schen Dipolmoments kommt (Auswahlregel
An = =+1). Bei symmetrischen Molekiilen
Hy, Os, etc. und anderen Molekiilen ohne

Dipolmoment erfolgt die Anregung durch
StoBe.

b) Rotationen

V(r)

Neben den Schwingungen, d.h. periodischen Anderungen des Atomabstandes, konnen bei Mo-
lekiilen auch Rotationen angeregt werden. Einfachstes Beispiel ist die Rotation eines 2-atomigen

Molekiils um den gemeinsamen Schwerpunkt:

Fiir die Rotation gilt

1 L?
Eop =21 2=
Y]

Das Trigheitsmoment ist I = [r2dm oder Zmir? fiir diskrete Massenverteilungen. Fiir eine

13
Rotation um den gemeinsamen Schwerpunkt gilt [ = pd? (d = ry + ro, g = -212). Wie jeder

mi+m2

Drehimpuls in der Quantenmechanik ist auch der Drehimpuls bei Molekiilrotation quantisiert

(Bahndrehimpuls).

IL|=L=\/ll+1h 1=0,1,2,...
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Die moglichen Anregungsniveaus haben des-
halb die folgenden Werte:
I(l+1)h?

rot —
und fiir die Differenzen der Energiestufen
erhdlt man

h2

Die Anregungsenergien fiir Molekiilrotationen liegen im Bereich von 1073¢V. Elektromagne-
tische Strahlung wird wiederum nur ausgesendet, falls es zu einer Anderung des elektrischen

Dipolmoments kommt. (entspricht Mikrowellen)

7.3 Molekiilspektren

Die Anregungen von Molekiilschwingungen und Rotationen iiberlagern sich. Hinzu kommen
natiirlich noch die Anregungen der Elektronenhiille. Fiir eine gegebene Anregung der Hiille
(E.) hingt die Energie des Molekiils von den Quantenzahlen n (Schwingung) und ! (Rotation)

ab:
B 1 (1 +1)R?
E,=E.+ <n—§>hV0+T
~eV =x0,1eV ~ 0,001eV
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20| <
Selection rule
aAl=zx1
15 o
Rotational
energy, Er 10| -
(n2/ir) /
/

5 - —
0 = -

1 1 | | 1

0 1 2 3 4

£

FIGURE 10-9 Rotational energy levels of a molecule.
The energy units are the reduced Planck’s constant squared
divided by the moment of inertia of the molecule. The energy
levels are proportional to #(¢ + 1), where / is the molecular
angular momentum quantum number. The selection rules for
transitions between levels are Af = £1. The order of magnitude
of the photon energy from a typical transition is 10~ eV.



Energieniveaus der Schwingungen

und Rotationen
wsw A=l Al=+L

3
’ Die Energieniveaus der Rotationsanregungen
n=1 liegen sehr viel dichter beieinander als die der
|=é Schwingungen, d.h. es bildet sich ein Band
aus eng beieinanderliegenden Linien. Wegen
der Auswahlregel Al = £1 gibt es bei 1 eine
Liicke im Frequenzspektrum. Die Frequenzen
v < vy (Al = —1) nennt man P-Zweig, und
UsSW v > 1y R-Zweig.
3 Ein Beispiel ist das Schwingungs- und Rota-
tionsspektrum des HCl-Molekiils: Man be-
n=0 2 obachtet jeweils zwei Linien auf Grund der
1 Prisenz der beiden Chlorisotope 3*Cl und
=0 37C1. Die Energieabstinde sind nicht genau
aquidistant. Das Molekiil wird durch die Ro-
tation verzerrt und damit dndert sich die Ei-
. ‘ ‘ ‘ ‘ ... genfrequenz der Schwingung wo.
I
Vo v
Frequenzspektren
= : . s
| h
Absorption
(arb scale)
WA VWY
033 034 0.35 0.36 037 0.38

E (eV)
FIGURE 10-11 Vibrational-rotational photon lines from the HCI molecule.
The transitions are from the vibrational first excited state (n = 2) to the vibrational ground state (n =
1). The transitions obey the angular momentum selection rule, A¢ = +1. Each photon line is split in
two due to the presence of both **Cl and ’Cl. After R. L. Sproull and W. A. Phillips, Modern Physics:
The Quantum Physics of Atoms, Solids, and Nuclei, Wiley (copyright © 1985).

Im Allgemeinen sind Molekiilspektren komplizierter, und zwar aus folgenden Griinden:
a) Kompliziertere Molekiile haben mehrere Schwingungsmoden. Ein aus N Atomen bestehendes

Molekiil kann auf
3N — fr— fr=3N =3 — fg
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(fr = 3 Translationsfreiheitsgrade des Schwerpunktes

fr Rotationsfreiheitsgrade)
Arten schwingen.

Beispiel: CO;, O =C=0: 3-3—3—2=4 Schwingungsmoden

b) Molekiile haben bis zu drei Rotationsfreiheitsgrade

z.B. Hy:
H H ¢
fr=2 H,0:

¢) Anregungen der Elektronenhiille:

R

© =3
/N RT
H H

Werden Elektronen eines Molekiils angeregt, so d@ndert
sich oft auch der Abstand, bei dem das Minimum
des Potentials vorliegt; meist vergréflert er sich. Die
Anregung des Elektrons erfolgt so schnell, dass sich
der Molekiilabstand nicht anpassen kann. Das Molekiil
wird auch zum Schwingen angeregt. Durch Stofie
mit Nachbarn baut sich diese Schwingungsanregung
meist ab, bevor das Elektron in den Grundzustand
zuriickfillt. (Franck-Condon-Prinzip)

Anregungs- und Emissionsenergie sind in diesem Fall verschieden. Der Stoff kann seine Emissi-
onswellenléinge nicht absorbieren (Fluoressenz). Dieses Verhalten wird beim Szintillator ausge-

nutzt.

Manchmal kann das Elektron
im angeregten Zustand durch
Stofle in einen iiberlappenden,
metastabilen Zustand iibergehen,
z.B. ein Triplettzustand. Dieser
hat eine lange Lebensdauer und
die Anregung klingt nur langsam
ab.
Phosphoressenz

E
Singulett
- Triplett
ﬁuleﬂ
\ 7
\ /
\ /
e/
R
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7.4 Spezifische Wirme

Die spezifische Wirmekapazitit C eines Stoffes ist definiert als die Wirme Q, die ein Mol pro
Anderung der Temperatureinheit aufnehmen kann

1 dQ
C = NaT N: Zahl der Mole

Die Wirmekapazitit hingt vom thermodynamischen Prozess ab. Wir betrachten hier Warme-
kapazititen bei konstantem Volumen, d.h. keine duflere Arbeit:

1d
o Li
NdT V =const
Aus der Wiarmelehre wissen wir, dass fiir ideale, einatomige Gase (Edelgase) gilt:

3 J
Cv=—-R R=kN; =8.31
VT L " Kmo

Gaskonstante

Der Grund ist, dass einatomige Molekiile drei Translationsfreiheitsgrade besitzen und jedem
die innere Energie U = kT zugeordnet ist. (Mittelwert pro Molekiil!)

Fiir Gase aus mehratomigen Mo-
lekiilen ist die Wirmekapazitit
grofer, weil die Anregung von 3R+
Rotationen und Schwingungen
die innere Energie erhoht. Der
Temperaturverlauf von 4y fiir
ein zweiatomiges Gas ist neben-
stehend skizziert:

Schwingung

Rotation

Translation

2-atomiges Molekuel

T
Erkldrung des Temperaturverlaufs

a) Bei niedrigen Temperaturen sind nur Translationen der Molekiile moglich. Diese Energie-
zusténde sind nicht quantisiert und es bedarf keiner Mindestenergie (Wir betrachten ein makro-
skopisches Gasvolumen!). Die Wirmekapazitét ist daher die eines einatomigen Gases Cy = %R.

b) Bei hoheren Energien konnen Rotationszustéinde angeregt werden: F,, = g—jl(l + 1). Die

Mindestenergie zur Anregung einer Rotation (I =0 — [ = 1) ist deshalb | E,;, = h—;

Rotationen konnen nur angeregt werden, wenn die Temperatur hoch genug ist | kT > h—; und ein

zweiatomiges Molekiil hat dann bei der Temperatur 7" im Mittel die Rotationsenergie (f.os = 2):
Erot - frot%kT = kT

Fiir einen typischen Wert von E,,;, = h—; ~ 1073eV findet man T > 12K. Rotationen werden
also schon bei sehr tiefen Temperaturen angeregt! Die Wiarmekapazitit steigt ab dieser Tem-
peratur auf Cy = %R. Der Ubergang ist nicht scharf, weil gemifl der Boltzmann-Verteilung
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Rotationsniveaus bereits bei niedrigeren Temperaturen besetzt sind bzw. erst bei hoheren be-
setzt werden.

c¢) Bei noch hoheren Temperaturen kénnen auch Schwingungen angeregt werden. Ein zweiato-
miges Molekiil besitzt einen Schwingungsmodus. Einem Schwingungsmodus entsprechen zwei
Freiheitsgrade, weil sich die Energie einer Schwingung aus potentieller und kinetischer Energie
zusammensetzt (im Gegensatz zur Rotation).

Die mittlere Schwingungsenergie eines zweiatomigen Molekiils bei der Temperatur 7" betrigt
deshalb

Bogs =2 KT = kT

Die Schwingungsenergien sind quantisiert
1
E, = (n— 5) hwy n=1,2,3,...

Wir haben gesehen, dass die Differenz der Energieniveaus typischerweise von der Gréflenord-
nung AE =z 0, 1eV ist.
Schwingungen werden deshalb erst bei viel hoheren Energien als Rotationen angeregt.

kT > hwy

=T 2 1200K

Oft dissoziieren die Molekiile bereits bei tieferen Temperaturen.

7.5 Quantenstatistik

Bevor wir uns niaher mit der metallischen Bindung und den Eigenschaften von Festkorpern (Me-
tallen, Halbleitern) befassen, miissen wir uns zunéchst mit der Statistik in der Quantentheorie
befassen. In der klassischen, statistischen Thermodynamik wird die Verteilung der inneren Ener-
gie eines Systems auf die Teilchen, aus denen es besteht, behandelt. Aus dem zweiten Gesetz
der Thermodynamik folgt, dass jede Verteilung der Gesamtenergie des Systems auf die NV Teil-
chen (Molekiile) gleich wahrscheinlich ist. Damit erhilt man die Wahrscheinlichkeit, dass ein
Teilchen die Energie E besitzt aus der Maxwell-Boltzmann-Verteilung:

Die Konstante C wird aus der Normierungsbedingung
E
JdECe %" =1 bestimmt

E
fup = Ce™* 7

Bei der Ableitung der Maxwell-Boltzmann-Verteilung werden zwei wichtige Annahmen ge-
macht:

1. Die Teilchen sind unterscheidbar, d.h. der Austausch der Energien zweier Teilchen ergibt
einen anderen Zustand.

2. Eine beliebige Anzahl von Teilchen darf eine bestimmte Energie E besitzen.

Beide Annahmen sind in der Quantentheorie verletzt!

Beispiel: Die Wellenfunktion der Elektronen in einem Atom (Z > 1) iiberlappen. Die Elektro-
nen sind dadurch ununterscheidbar. Auflerdem diirfen nicht beliebig viele Elektronen die gleiche
Energie besitzen (Pauli-Prinzip).
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Wie muss man die Maxwell-Boltzmann-Verteilung fiir ununterscheidbare Teilchen abidndern?
Wir miissen zwischen Bosonen und Fermionen differenzieren.

ununterscheidbare Bosonen: ganzzahliger Spin s =0,1,2, ...
Zwei ununterscheidbare Bosonen haben eine symmetrische Wellenfunktion.

1 : 1
Uy = (W, (17) Uy (73) + W (1) Uy (17)] Der Normierungsfaktor —= folgt aus der

V2 Bedingung [dV|¥s]? =1

V2

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, dass die beiden Bosonen im gleichen Quantenzustand sind, also
a =b, ist

Ps]* = %l [Wo(17)Wa(75) + W (3) Wa (17)] 7 = 2|0, (77) || a (75)

Wiiren die beiden Bosonen unterscheidbar, so ergéibe sich (keine Symmetrieforderung)
U =W, (1) Wa(r3) =[O = [Wo(r7) [*[Wa(r3)]?

Zwei ununterscheidbare Bosonen haben demnach eine doppelt so hohe Wahrscheinlichkeit sich
im gleichen Quantenzustand zu befinden wie zwei unterscheidbare. Allgemein: In einem System
mit n ununterscheidbaren Bosonen ist diese Wahrscheinlichkeit um einen Faktor n! grofier.
Wenn ein Zustand bereits mit n Bosonen besetzt ist, ist die Wahrscheinlichkeit ein weiteres
ununterscheidbares hinzuzufiigen um den Faktor n + 1 erhoht:
Whoson  Jbergangswahrscheinlichkeit o — b fiir
ununterscheidbare Bosonen
Whosom = (ny 4+ 1) W W, ... fiir unterscheidbare Teilchen
ny, Zahl der Bosonen im Zustand b

Das Verhiltnis der Besetzungszahlen Z—‘; im thermischen Gleichgewicht ergibt sich aus den re-

ziproken Ubergangswahrscheinlichkeiten:

Boson
R~ WbB_;‘slon = o 1 W mit Wora = ¢~ (Ba=Eb)/KT \axwell-Boltzmann
) b ny + 1 W Wassp
E,
Ng + 1e &
- E
ny + 1 e—k—qb«
m+1 2 ng+1 _E
e kT —= e kT
Ty Ng,

Die linke und rechte Seite dieser Gleichung héingen jeweils nicht von der Besetzungszahlen oder
der Energie des anderen Zustandes ab. Da das fiir alle Zusténde gelten muss, kann dieser Aus-
druck nur ein Parameter sein, der von der Temperatur abhingt:

ng +1

Mg,

Eq

et =AT)=A

Nach n, aufgelst erhalten wir
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] —

Ne = | fBg = —% Bose-Einstein-Verteilung

Aerr —

Fiir ein Gas von Photonen ist A = 1. Die Bose-Einstein-Verteilung ist in der Planckschen
Strahlungsformel fiir einen schwarzen Strahler enthalten (Ableitung siehe z.B. Rohlf).

@_QWhCQ 1
SN R

Strahlungsleistung pro Flache und Wellenldngeneinheit

Ununterscheidbare Fermionen: halbzahliger Spin s = £,3, ...

Zwei ununterscheidbare Fermionen haben eine antisymmetrische Wellenfunktion

1
Uy =— | (r1)Wy(7r3) — Uu(ra)Wy(r]
A \/5[ (7)) W (r2) (72) Wy (r1)]

Die Wahrscheinlichkeit, dass sie im gleichen Quantenzustand sind, ist Null (|W4)? = 0, fiir
a = b). Also ist die Ubergangswahrscheinlichkeit WEermion — (0 wenn n, = 1 ist. Falls n, = 0
ist, dann entspricht die Ubergangswahrscheinlichkeit derjenigen unterscheidbarer Teilchen. Zu-
sammengefasst;:

WFermion — (1 o nb)Wa—>b

a—b

Fiir das Verhéltnis der Besetzungszahlen finden wir also:

Fermi _EBg

Ng _ Wyse™ 1 =ngWyye 1—nge s
- ; — — E

ny ~ Whemion 1 — o Wey  1—np -7

1—mnpy 5, 1—n, _nB

e kT — e~ ®T
Ty Ng

Mit dem gleichen Argument wie bei den Bosonen folgt, dass beide Seiten einem nur von der
Temperatur abhingigen Parameter gleichen miissen

l_na _Eq

e =AT)=A

Mg,

Nach n, aufgelost erhalten wir

1

—— Fermi-Dirac-Verteilung
Aert +1

Ng = fFD:

.. . _Ep
Fiir A kann man schreiben A = e~ %1, also

1
fFrD = Ep: Fermi-Energie

e T +1

Die Funktion frp gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass der Zustand a mit der Energie E, besetzt
ist, z.B. in einem Gas aus Elektronen.
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Vergleich der Verteilungsfunktionen

Maxwell-Boltzmann Bose-Einstein Fermi-Dirac

. I I I
Verteilung fuB = ok fBE = E 1 frp = A 11
Teilchen-Typ unterscheidbar identische Bosonen identische Fermionen
Spin beliebig 0,1, 2, .. 1/2,3/2,5/2, ..
Max. Anz. von
Teilchen pro Zustand kein Grenzwert kein Grenzwert 1
Beispiel Ideale Gase thermische Strahlung Elektronen im Metall

Die drei Funktionen unterscheiden sich nur durch den Term 0, +1 im Nenner. Dieser Term ist
wichtig bei kleinen Energien Ae*T < 1, bei denen quantenphysikalische Unterschiede zwischen
Fermionen und Bosonen auftreten. Bei hoher Energie gehen die Verteilungen ineinander iiber.

Die oben diskutierten Verteilungen geben mogliche Besetzungszahlen bzw. -wahrscheinlichkeiten
fiir Energiezustédnde an. Um ein quantenmechanisches Gas von Teilchen zu beschreiben, miissen
wir noch die Zustdnde bestimmen, die zur Verfiigung stehen. Wir betrachten Teilchen in einem
Kasten mit den Kantenldngen L,, L, und L,. Im eindimensionalen Problem eines Teilchens im
Potentialkasten haben wir gesehen, dass wir nur die Wellenzahlen & = n2® mit n = +1, +2

2
erlauben (periodische Randbedingung). Verallgemeinert auf unser dreidimensionales Problem

folgern wir, dass nur solche Wellenzahlvektoren k erlaubt sind, fiir die gilt

27 27 2T
kx = L—TLI, ky = L—yny, kz = L—z

Mgy Ny, N, = 1,22, ...

Ty

Im k-Raum bilden diese Wellenvektoren
ein Punktgitter. Wir wollen die erlaubten
k-Werte zidhlen. Jedem k-Wert kann man

ein Volumen
B 27 21 27w B 873

CTLLL T -
zuordnen. Die Dichte der erlaubten Werte .

im k-Raum ist daher Pk = Vi = %. Punkte .

mit gleichem Betrag des Wellenzahlvektors .

k| = k liegen auf einer Kugeloberfliiche, . * ky

irﬁn Grenzfall £ > %’%7 %—” Die Zahl der ® o s o o 0 s e o o o
|k|-Werte in einer Kugelschale der Dicke dk 2n /L,

ist deshalb py - 4wk?dk = L G k*dk.

Wir betrachten jetzt nichtrelativistische Teilchen der Masse m:

E = % = h;f und aus % = %k folgt dk = #E=dE und damit fiir die Zahl der |k|-Werte

im Energieintervall F bis E + dE:

3

m?2
Z(EYdE =V —/EdE
(E) V/2m2h?

Die Zahl der verfiigbaren Plitze steigt also proportional zu v/E. Wir betrachten jetzt ein Gas
aus ,freien“ Elektronen, d.h. wir vergessen fiir einen Moment ihre Wechselwirkung durch die
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elektrische Ladung. Elektronen sind Fermionen mit zwei Spinzusténden, d.h. jeder k-Wert kann
doppelt besetzt werden. Die Zahl der Plétze ist also

V2

m2h3

Z.(E)dE =2 Z(E)dE = V-Y—m3VEdE

Die Benutzung der zur Verfiigung stehenden Pliatze wird durch die Fermi-Dirac-Verteilung be-
stimmt, die als Funktion der Temperatur die Wahrscheinlichkeit angibt mit der ein Platz besetzt
ist. Die Zahl der Elektronen, die sich im Energieintervall £ bis E + dE befinden ist also:

N(E)dE = fpp(E)-2- Z(E)dE

Wir betrachten das Gas jetzt bei der Temperatur 1" = 0. Hier gilt:
1 Tjo{ 1 fir E<Ep

E)= 55— = .
fro(E) CEE 0 fir E> Ep

Alle zur Verfiigung stehenden Zustdnde bis zur Fermi-Energie Er sind besetzt, d.h. das Elek-
tronengas nimmt die energetisch giingstigste Konfiguration ein. Fiir 7" > 0 werden auch Plétze
oberhalb der Fermi-Kante besetzt.

N(E
fep(E) ®
- T T=0
! S~ | T=0 -
\ ” \
\ \
\ \
1 | ! 4 ‘
2 \\ \\
\ \
\\ T>0 v 1T>0
0 hE™ 0 ==
Er E Er E

7.6 Das Biandermodell

Bei vielen Atomen fiihrt das Verteilen der duferen Elektronen auf wenige Atome (wie bei der
kovalenten Bindung) nicht zu abgeschlossenen Schalen. Diese Atome bilden oft Kristalle, d.h.
die Atome sind iiber grofle Distanzen regelméfiig angeordnet. Es besteht eine langreichweitige
Ordnung (typisch Ny = 6-10?® Atome). Die Bindungselektronen sind iiber viele Atome verteilt
und nicht mehr einzelnen Atomen oder Atomgruppen zuzuordnen, im Gegensatz zur kovalenten
Bindung.

Was passiert nun, wenn man sehr viele Atome nahe zusammen bringt? Sobald die Wellenfunk-
tionen der dufleren Elektronen iiberlappen, tritt das Pauli-Prinzip in Kraft und diese Elektronen
diirfen nicht mehr die gleichen Quantenzahlen besitzen. Elektronen, die in entfernten Atomen
die gleiche Energie besaflen, miissen jetzt verschiedene Energiezustinde einnehmen, die Ener-
gieniveaus spalten sich auf (das tritt schon im einfachsten Fall des Hy-Molekiils auf). Wenn wir
nun ein Kristall aus sehr vielen Atomen betrachten, so werden die Energieniveaus in sehr viele
Energieniveaus aufgespalten, die sehr dicht beieinander liegen. Man spricht von Energiebédndern.
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Das ist hier am Beispiel von Natrium erldutert:

Die Energieniveaus sind in Abhéngigkeit des
Atomabstandes aufgetragen. Im Grundzu-
stand ist der 3s-Zustand mit einem Elektron
besetzt. Dieses Niveau weitet sich zu einem
breiten Band. Die Aufspaltung der hoheren
Niveaus setzt bereits bei grofleren Abstédnden
ein. Beim Gleichgewichtsabstand a sind die
inneren Niveaus nicht aufgespalten und die
Elektronen sind noch den einzelnen Atomen
zugeordnet.

Die Bénder eines Festkorperkristalls sind also quasikontinuierliche Energieniveaus. Béander
konnen sich iiberlagern oder es gibt Liicken zwischen den Béndern, d.h. Energien, denen keine
quantenmechanischen Zusténde entsprechen und die daher von Elektronen nicht eingenommen
werden konnen. Das hochstenergetische, vollstindig mit Elektronen besetzte Band nennt man
Valenzband, das dariiberliegende nicht- oder nur teilweise-gefiillte Band heiffit Leitungsband.
Die Struktur der Bénder bestimmt die Eigenschaften der Festkorper:

(a) Metal (b) Insulator (¢) Intrinsic semiconductor

7 .
gy N

N
§
D

Energy

7
I
i
5 eV

|
|
= 8

FIGURE 14-7 The generic band structure of solids.

(a) In a metal, the outer band is partially filled. (b) In an insulator, the outer band is completely full
and is separated from the next band by several electronvolts. (¢) In an intrinsic semiconductor, the
outer band is completely full but is separated from the next band by a relatively small energy. The
boundary between filled states and empty states is the Fermi energy (E;).

Metalle sind gute elektrische Leiter, weil sie ein nur teilweise besetztes Leitungsband besitzen.
Die Elektronen in diesem Band kénnen auf Grund der vielen freien Plitze durch Stofle Energie
aufnehmen und sich so frei im Festkorper bewegen. Nichtleiter haben ein leeres Leitungsband
und eine grofle Liicke zwischen Valenz- und Leitungsband. Die Elektronen kénnen deshalb kei-
ne Bewegungsenergie aufnehmen. Bei Halbleitern ist diese Energieliicke kleiner. Hier kénnen
Elektronen durch thermische Anregung in das Leitungsband gebracht werden (siehe unten).
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Wodurch wird die Besetzung der Bénder potentielle
bestimmt? Wir konnen die Elektronen in
den Béndern als Gas betrachten, das sich in
einem Potentialtopf befindet. Die Dichte der
Zustéinde fiir die Elektronen ist dann 01T —— —

Z(E) V2ms3
E)dE =2- —dE = VEJE

Die Dichte der Elektronen pro Energieein- -A T
heit ist dann

Energie

Elektronen

dn V2m 1
— =p(FE) - = E -W, L
dE p( ) fFD 7_(_2h3 \/_eE;;;F +1 0
Um die Gesamtzahl der Elektronen zu erhalten, integrieren wir iiber E. Das geht besonders
einfach fiir 7' = 0:

3
2

(%) E 3
ﬂm% F 2v/2m?2
n = 0/ p(E) frpd = Y50 0/ VEIE = 50 B}

Das 16sen wir nach der Fermi-Energie auf und erhalten
(372)% h2 » ,
Er=-———n3 n: Dichte der Elektronen
2 m
Fiir einen Stoff mit einem Ladungselektron (z.B. Na, Cu) und einem Atomabstand von 0, 3nm
ist Fp ~ 4eV.

Bei Metallen gibt es zwei Moglichkeiten:

E E Baenderueberlappung
Ec1-- Leitungsband  E¢ Leitungsband
/Z % halbbesetzt
Valenzband Valenzband

Ein Elektron pro Atom im Leitungsband FEin gefiilltes und ein leeres Band {iberlappen

(Ag, Au, Cu) Typisch fiir Atome mit zwei Elektro-
nen/Atom im obersten Band (Erdalkalime-
talle)

Die Temperaturabhéngigkeit der Leitfihigkeit von Metallen ist relativ gering. Sie steigt mit
sinkender Temperatur, weil Gitterschwingungen abnehmen und somit die Bewegung der Elek-
tronen weniger storen.

Isolatoren sind durch einen groflen Abstand zwischen Leitungs- und Valenzband gekennzeich-
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net, z.B. Fg = 5, 3eV fiir Diamant.

f-o(E) Eg
\Y T=0 L
1 7 Bei T = 0 ist die Leitfiihigkeit Null, da sich
/ N\ keine Elektronen im Leitungsband befinden.
In Wirklichkeit wird die Leitfihigkeit niemals
1 ) exakt Null, weil Storstellen des Kristallgitters
2 \ Veréinderungen der Bandstruktur hervorrufen
\\ und zur Leitfihigkeit beitragen.
0
Er E, E

Bei T' > 0 werden einige wenige Elektornen vom Valenz- in das Leitungsband beférdert. Die
Fermi-Energie liegt in der Mitte der verbotenen Zone. Neben den Elektronen im L-Band tragen
auch die jetzt freien Pldtze im Valenzband, sogenannte Locher, zur Leitfihigkeit bei. (Erzeu-
gung von Elektron-Loch-Paaren)

Halbleiter unterscheiden sich von Isolatoren nur dadurch, dass die Breite der verbotenen Zone
kleiner ist. Man macht die etwas willkiirliche Unterscheidung:

E, <2eV Halbleiter
E, > 2eV Isolator

Beispiele fiir Halbleiter sind die Elemente der vierten Gruppe des Periodensystems: Silizium
E, = 1,14eV, Germanium E, = 0,67eV. Auch Verbindungen von Elementen der dritten und
fiinften Gruppe wie GaAs sind Halbleiter.

Wir wollen jetzt die Temperaturabhingigkeit eines Halbleiters (oder Isolators) diskutieren.

j=o0-FE Stromdichte = Leitfdhigkeit - elektr. Feld
=n-Q-vp-E n Dichte der Ladungstriger mit Ladung @)
vp Driftgeschwindigkeit der Ladungstriger

Durch St68e mit den Atomen des Gitters dndern die Elektronen oder Locher dauernd ihre Rich-
tung. Es stellt sich ein Gleichgewicht ein und die Ladungstriager driften mit der Geschwindigkeit
vp (im Mittel) entlang des angelegten Feldes E: vp = p- E. Man nennt u die Beweglichkeit.
Sie ist unterschiedlich fiir Elektronen und Locher und hingt auch von der Temperatur ab. Wir
erhalten also fiir die Leitfahigkeit den Ausdruck o = n@Qu. Da sich die Anteile von Elektronen
und Lochern addieren, ergibt sich

Die Beweglichkeit der Locher ist i.A. kleiner
(|ps] < |pu_|), deshalb vernachlissigen wir
sie hier.

o=mn-e-lu|+n-e-|u|
Rn-e-|p-|

Die Zahl der Elektronen pro Volumen im Leitungsband ist gegeben durch

n= /p(E)fFD(EaT)dE
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Fiir Temperaturen k7" < E, konnen wir nidherungsweise annehmen, dass sich alle Elektronen
des Leitungsbandes an der unteren Kante aufhalten E ~ E, d.h. die Integration entfillt und
wir erhalten
1 _Ep-ERp _Eg 1
nO(er kT =€ 2kT (EL—EF:—EQ>>]€T)

e T +1 2
Die Zahl der Ladungstriager steigt sehr stark mit der Temperatur an:
Wir vernachléssigen daher noch die nicht so starke Temperaturabhéngigkeit der Beweglichkeit
i und erhalten

o(T) = age’;c_gT oder lnaio = —;]Z—;
(o
%
Man spricht von FEigenleitung, wenn die
Elektronen-Loch-Paare durch thermische
Ubergiinge vom Valenz- ins Leitungsband
befordert werden. Bei kleineren Tempera-
turen ist die Eigenleitung gering und es
iiberwiegen die Effekte durch Storstellen im
Kristall.

Eigenleitung

Stoerstellen

uT

7.7 Diode und Transistor

Durch Storstellen im Kristall werden die Bandstruktur und damit die Eigenschaften des Festkorpers
verdndert. Das gezielte Einbauen von Storstellen nennt man Dotierung. Eine sehr wichtige
technische Anwendung ist das Dotieren von 4-wertigen Halbleitern(Si, Ge) mit 5-wertigen Ato-
men(P, As: n-Typ) oder mit 3-wertigen Atomen (Al, Ga: p-Typ):

Ea Leitungsband Leitungsband

T e T

Ep E, zustande B, Anﬁiggtosr—
I | S — P o
ol Ep o Er
Valenzband Valenzband
Abb. 14.13. Termschema der Donatorniveaus Abb. 14.14. Akzeptorniveaus im Bandschema

In n-Typ Halbleitern haben die Storstellen ein dufleres Elektron mehr als die Atome des Git-
ters. Dieses Elektron befindet sich auf einem Energieniveau, das sehr nahe am Leitungsband ist
(typisch: E, — Ep ~ 0,01eV) und kann deshalb leicht in das Leitungsband beférdert werden.
Umgekehrt haben in p-Typ Halbleitern die Storstellen ein Elektron weniger. Das fiihrt zur Aus-
bildung von Energieniveaus knapp oberhalb des Valenzbandes. Auch hier kénnen Elektronen
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aus dem Valenzband leicht auf diese Akzeptorniveaus gebracht werden. Sie hinterlassen Locher
im Valenzband, die den elektrischen Strom leiten kénnen. Der relative Anteil der Fremdatome

in dotierten Halbleitern ist klein (10~* — 107%).

Die Leitfahigkeit eines p- oder n-dotierten
Halbleiters als Funktion der Temperatur
sieht schematisch aus wie auf der Skizze
rechts.

Bringt man einen p- und einen n-
dotierten Halbleiter in Kontakt, so
besteht in der Ubergangszone ein
grofles Gefille der Konzentration von
Elektronen im Leitungsband und
Locher im Valenzband. Die Elek-
tronen diffundieren deshalb in den
p-Teil, in dem sie die Locher auffiillen.
Es entsteht um die pn-Grenze eine
Schicht mit wenig freien Ladungs-
tragern (Verarmungszone). Die p-Seite
der Grenzschicht l4dt sich negativ
auf (Elektroneniiberschuss) und die
n-Seite positiv  (Elektronenmangel).
Diese Raumladung hat ein elektrisches
Feld zur Folge und damit einen Strom.
Das thermische Gleichgewicht ist nun
erreicht, wenn dieser Feldstrom den
Diffusionsstrom genau ausgleicht.
Ip+1p=0

Was passiert, wenn man eine duflere Spannung an den

pn-Ubergang anlegt?

Im Falle, dass U, positiv ist, ist das dadurch entstehen-
de elektrische Feld E, an dem pn-Ubergang dem durch

c)

In

[oR
%

Eigenleitung

Stoerstellen-
erschoepfung

Stoerstellen-
reserve

T

np) e

N, Akzeptoren

p-Teil

| n-Teil

Abb. 14.16a—c. p-n-Ubergang. (a) Bandschema bei miteinan-
der verbundenen p- und n-Halbleitern; (b) Dichteverlauf der
freien Elektronendichte n(x) und der Locherdichte p(x) sowie
der Donatorendichte Np(x) und der Akzeptordichte Ny (x):
(¢) Raumladungsverlauf o (x

die Raumladung bedingten Feld entgegengesetzt.

I
11
—

U

d

Das resultierende elektrische Feld am pn-Ubergang wird also kleiner und kann die Diffusion
nicht mehr kompensieren. Es flieit ein Strom (Flussrichtung). Dieser Strom steigt exponentiell
mit der dufleren Spannung an, bis die Diffusionsspannung Up abgebaut ist, danach linearer

Anstieg.

Fiir den Fall, dass Uy < 0 ist, wird die Verarmungszone weiter verbreitert. Elektronen werden
aus dem n-Teil, Locher aus dem p-Teil abgesaugt. Die angelegte Spannung liegt am pn-Uber-
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gang an, Elektronen kénnen nicht mehr vom n- in den p-Teil diffundieren und Lécher nicht in
die andere Richtung. Es fliefit noch ein kleiner Strom (Sperrstrom), der durch die Locher im
n-Teil und Elektronen im p-Teil transportiert wird. Deren Konzentration ist allerdings gering.

Der pn-Ubergang wirkt also als Diode,
die den elektrischen Strom nur in eine
Richtung durchldft. Die Kennlinie einer
Halbleiterdiode ist rechts skizziert. Wenn yg  SPerprm
man die Sperrspannung erhoéht, kommt es
zu einem plotzlichen Anstieg des Stromes
(Durchbrechspannung Ug). _i/100

Abb. 14.18. Strom-Spannungs-Charakteristik der p-n-Diode.
Man beachte den 100-fach gespreizien OrdinatenmaBstab fiir
negative Strome
Das 1488t sich dadurch verstehen, dass das Potential der oberen Kante des Valenzbandes im
n-Teil soweit angehoben wird, dass es iiber der unteren Kante des Leitunsbandes im p-Teil ist.

E\p)m———————————— T—

Elektronen koénnen dann die Verarmungs- &
zeptoren

zone durchtunneln. Das wird technisch fiir EyiP) Y E ()
a1 Donatoren
Spannungsstabilisatoren ausgenutzt. e
p-Teil n-Teil
Eyin)
[p [ n]
R
[ ]

Abb. 14,19, Tunneldiode

Eine weitere sehr wichtige technische Anwendung von dotierten Halbleitern ist der Transistor.
Er besteht aus zwei hintereinander geschaltete pn-Ubergéngen (npn oder pnp).

)

i 4| s I g F E K Bei- Anlegen einer S‘panr‘lung ZWiS(-iheIl

Emitter _ Kollektor Emitter und Kollektor ist einer der beiden
o . pn-Ubergénge in Sperrrichtung geschaltet,

b) : : * d.h. dieser pn-Ubergang ist von Ladungs-
E—' e 3-_.:_-'@..;'., I7 \@ tragern verarmt.
B B

Abb. 14.24. (a) pnp-Transistor und (b) npn-Transistor mit ih-
ren Schaltzeichen

Wenn man nun den anderen pn-Ubergang in Durchlassrichtung polt, z.B. zwischen Emitter und
Basis, und die Basis geniigend diinn macht, so wird auch der pn-Ubergang zwischen Basis und
Kollektor mit Ladungstriagern gefiillt und damit leitend.
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Der Transistor wird als Schalter- und
Verstirkerelement eingesetzt. Durch die

55335'5:“ : Spannung Ugg kann der Strom [ ein- und

A ausgeschaltet werden. Entsprechend der

le Iy Iy elektrische Schaltung kann ein kleiner Strom

¥ v g zwischen Basis und Emitter einen grofien

Ve Ve des pnp-Transistors Strom zwischen Emitter und Kollektor
steuern.

7.8 Andere Themen der Festkorperphysik

a) Optische Eigenschaften von Festkorpern

Den Abstand zwischen Valenz- und Leitungsband bei Halbleitern und Isolatoren kann man
durch Bestrahlung mit Licht variabler Wellenlénge bestimmen. Ab einer bestimmten Frequenz
wird das Licht absorbiert, weil Elektronen vom Valenz- ins Leitungsband angehoben werden.

L ®

v

hv AAAL E
v o
Eg hv

Isolatoren haben Bandliicken F, > 2eV, d.h. sie sind fiir sichtbares Licht meist durchsichtig
und werden erst im UV-Bereich durchsichtig. Halbleiter, fiir die £, < 2eV gilt, sind schon im
sichtbaren Wellenldngenbereich undurchsichtig.

Bemerkung: Wir bezeichnen hier als Isolatoren Kristalle mit groflem E, wie z.B. Diamanten.
Andere Isolierstoffe wie Glas, Keramik, Plastik etc. sind anders aufgebaut (amorph, mikrokri-
stallin, ... ) und fiir sie gelten unsere Uberlegungen nicht.

Absorption

Metalle sind fiir alle Wellenlingen undurchsichtig. Auf Grund des teilweise gefiillten Leitungs-
bandes mit vielen freien Pliatzen konnen die Elektronen beliebig kleine Frequenzen absorbieren.

b) Halleffekt

BT T Wir betrachten eine Platte aus Metall oder
[ R Y/ Halbleiter (Breite b, Diche d), durch die der
| / v, elektrische Strom I fliefit.
7 E, - g I=4-b-d=nqv-bd
j Stromdichte, n Dichte der Ladungstréiger,
v Geschwindigkeit der Elektronen (Locher)

Die Platte befindet sich in dem Magnetfeld B dessen Feldlinien senkrecht auf der Platte stehen.
Auf die Ladungstrager wirkt daher die Lorentzkraft
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E:q-ﬁxg

Die Ladungstréiger sammeln sich auf einer Seite des Plittchens. In der Skizze ist das fiir Elek-
tronen dargestellt. Dadurch entsteht ein elektrisches Feld Ey, das die Kraft Fig = ¢ - ep auf die
Ladungstréiger erzeugt. Im Gleichgewicht heben sich die beiden Kréfte auf

F’L—i-ﬁH:O:q-UXB’—l—q-E_}{% EH:—UXE

Die von Elektronen und Lochern erzeugten Hallfelder Ey sind entgegengesetzt! Wir gehen jetzt
zu den Betridgen iiber und berechnen die an den Seiten der Platte anliegende Hallspannung

I 1 BI BI
Upy=b-vB=b——B=——=Ry—

" v ngbd gn d "

Die Hallkonstante Ry ist positiv fiir positive Ladungstriger (Locher) und negativ fiir Elektro-
nen. Sind gleichviele Elektronen wie Locher vorhanden und haben sie die gleiche Beweglichkeit,

so ist Ry = 0!

Der Halleffekt wird zur Bestimmung von Art und Konzentration der Ladunstriger benutzt. Bei
bekanntem Ry kann der Halleffekt zur genauen Messung von Magnetfeldern benutzt werden
(Hallsonde).

c¢)Supraleitung

Bei Abkiihlung unterhalb einer kritischen Temperatur T verlieren einige Metalle pl6tzlich ihren

elektrischen Widerstand vollstéindig und leiten den elektrischen Strom ohne Verluste (Supralei-
tung)
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Widerstand einer Hg-Probe:

0.15 T - -
0.10 ‘r: -
Mercury -
Der Effekt wurde 1911 von H. Owes an :fz} ::
Quecksilber entdeckt (T = 4,2K). Heute ;
hat man Supraleitung an ca. 30 Elementen o5k ; .
und vielen Legierungen beobachtet. Die :
héchste Sprungtemperatur aller Metalle hat :
Niob mit T =9, 3K. R<10°Q =X i
00_{"; a1 4.2 23 4.4
T (K)

FIGURE 15-2 The discovery of superconductivity by H.
K. Onnes.

The electrical resistance R of a sample of mercury is plotted as
afunction of the temperature T. At a temperature of about 4.2 K,
the resistance suddenly vanishes. The temperature at which the
resistance falls to zero is called the critical temperature. From H.

K. Onnes, Commun. Phys. Lab. 12, 120 (1911).

Magnetfelder konnen nicht in Supraleiter eindringen (Meissnereffekt), weil durch den ungehin-
derten Stromflul ein Gegenfeld aufgebaut wird, das das duflere Feld kompensiert. Die Supra-
leitung bricht zusammen, wenn das &uflere Magnetfeld oder die Stromdichte im Supraleiter

kritische Werte iiberschreiten.

Die Erklarung der Supraleitung geschieht durch Cooper-Paare: Elektronen finden sich zu lose
gebundenen Paaren zusammen. Durch antiparallele Stellung des Spins bilden sie Spin 0 Bo-
sonen, die sich ungehindert (keine Streuung mit dem Atomgitter) durch den Kristall bewegen
konnen. Eine genauere theoretische Behandlung der Supraleitung erfolgt in der Festkorperphy-

sik.
Die Supraleitung findet heute viele technische Anwendungen, besonders der Bau von Magneten
mit sehr hoher Feldstédrke und ohne ohmsche Verluste. Man kann sehr schnelle und verlustarme

Schalter bauen (Josephson-Junctions).
Heute kennt man Materialien mit hohen Sprungtemperaturen (Hochtemperatur-Supraleiter,
Bednorz/Miiller 1985), die noch oberhalb der Verdampfungstemperatur von Ny supraleitend

werden:
z.B. Tl2Ba20a20u3010TC =125K

d)Sperzifische Wirme von Festkorpern

Die Atome in einem Festkorperkristall sind durch
elektrische Krifte gebunden. Atome oder Atomgruppen
konnen Schwingungen um die Ruhelage ausfiihren und
zwar in alle drei Raumrichtungen. Rotationen und

Translationen gibt es nicht.
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Jeder Schwingungsmodus kann die mittlere Energie 2 - %kT pro Atom aufnehmen. Die mittlere
Energie eines Atoms ist also E,,, = 3-2-%kT = 3kT'. Fiir die innere Energie U eines Festkorpers
gilt also

U=N-N;-3kT N Zahl der Mole
=N-3RT N, =6,02-10%

Fiir die spezifische Wirme (bei konstantem Volumen) von Festkorpern gilt daher

1 dU
Cy =—=—=3R
" T Ndr
Cv
Pb
3R+
Der Temperaturverlauf fiir verschiedene
Festkorper ist nebenstehend skizziert. Wie Al

wir es schon bei Molekiilen gesehen ha-
ben, sind auf Grund der Quantisierung die
Schwingungen bei niedrigen Temperaturen Diamant
nicht voll angeregt. Die vollstindige Anre-
gung erfolgt fiir schwerere Atome bei kleinen
Temperaturen.

Gitterschwingungen werden Phononen ge-
nannt. | | |

200 400 600 T[K]
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8 Kernphysik

8.1 Kernbausteine

Nachdem wir die Struktur der aus Elektronen gebildeten Atomhiillen aufgekldrt und die sich
daraus ergebenden Eigenschaften (chemisch, physikalisch, ...) besprochen haben, werden wir
uns der genaueren Untersuchung der Atomkerne zu. Verglichen mit den Atomen sind die Kerne
sehr klein (/2 107'%m), aber praktisch die gesamte Masse ist darin konzentriert. Die Grofie der
Kerne bestimmt man durch Streuung mit a-Teilchen (Rutherford) oder Elektronen (Hofstadt-
er). Die Masse der Atome (Kerne) wird in Massenspektrometern bestimmt:

Ionisierte Atome werden in einem elektri- v Detektor
schen Feld beschleunigt und anschlieflend r DN

in einem homogenen Magnetfeld abgelenkt. lonen )/

Aus dem gemessenen Kriimmungsradius °

kann die Masse (und Ladung) der Ionen Ladung q v &N B
bestimmt werden:

Blende
kinetische Energie T = %va Lorentzkraft Frp=qixB — F,=quB

=qU Tragheitskraft Fp = m%
FL:FT—H]UB:m%

r=mu /20U _ [2mU
~ ¢B m B2q

Wenn man die Kernladungszahl Z der Atome mit der so gemessenen Atommasse A vergleicht,
findet man, dass folgendes gilt

A>7  (Ausnahme Wasserstoff A = 7)
A ist die Atommasse gemessen in Einheiten der Masse des Wasserstoffkerns.

Der Kern des Wasserstoffs besteht aus einem Proton, das positiv geladen ist. Der Betrag der
Ladung ist exakt gleich der Ladung des Elektrons ¢, = —¢.. Die komplizierteren Atomkerne
miissen offenbar neben den Z Protonen, die die Ladung der Elektronen neutralisieren, noch
andere elektrisch neutrale Bausteine enthalten. Dieses neutrale Teilchen wurde 1932 von Chad-
wick in der Streuung von a-Teilchen an Berillium entdeckt, das Neutron n. Es besitzt, wie das

Proton, einen Spin s = % und seine Masse ist der des Protons sehr dhnlich:

m, = 9383MeV/c? (=1,672-10"*kg)
m, = 939,6MeV/c?
my, —m, = 1,3MeV/c?

Abgesehen von dieser kleinen Massendifferenz, sowie der Bindungsenergie (siehe unten), ent-
spricht die Atommasse A der Anzahl der Nukleonen (Z Protonen plus N Neutronen) A = Z+N.

Fiir Atomkerne fithren wir die folgende Schreibweise ein:

7(Kern) ,z.B.  1H,jHe, ?C, 33U

91



Zu jeder Atomsorte (Element) gibt es eine Reihe von Kernen, die sich durch die Zahl der
Neutronen unterscheiden: Isotope stehen am gleichen Ort im Periodensystem (gleiches Z). Im
Gegensatz dazu sind Isobare Kerne mit gleicher Anzahl von Kernbausteinen (gleiches A).

Beispiel: Neben dem normalen Wasserstoff { H gibt es noch das Deuterium 3H (relative Hiufig-
keit 1,5-107*) und das instabile Tritium }H.

Fiir genauere Betrachtungen werden Kern- und Atommassen in atomaren Masseneinheiten u
angegeben. Die Referenz ist die Masse des Kohlenstoffatoms (2C':

1
lu = M = 1,66-10 % kg = 931, 50

MeV

2

8.2 Kernkraft und Bindungsenergie

Bis auf die elektrische Ladung und die kleine Massendifferenz sind das Proton und das Neu-
tron identische Teilchen. Man nennt sie auch Nukleonen. Zwischen den Nukleonen wirkt die
starke, anziehende Kernkraft, die eine Konsequenz der starken Wechselwirkung ist (siehe Ele-
mentarteilchenphysik). Die Kernkraft sorgt fiir die Stabilitit der Kerne. Sie unterscheidet nicht
zwischen Proton und Neutron und wirkt nur iiber kurze Distanzen.

Protonen und Neutronen unterliegen dem Pauli-Prinzip.
Das wiirde die gleiche Anzahl von Neutronen und Pro-
tonen in den Kernen bevorzugen. Demgegeniiber steht :
jedoch die elektrische Abstoflung der Protonen. Stabile :

Kerne enthalten deshalb mehr Neutronen als Protonen.
Man kennt 254 stabile Kerne, der schwerste ist 29° Bi,

der 83 Protonen und 126 Neutronen enthalt.

Die Kernkraft, die die Atomkerne zusammenhilt, bewirkt eine negative potentielle Energie des
Kerns im Vergleich zu den separierten, einzelnen Kernbausteinen. Das entspricht einer positiven
Bindungsenergie, die gemifl F = mc? dazu fiihrt, dass die Masse eines stabilen Kerns kleiner
ist, als die Summe der Massen der Kernbausteine.

Beispiel Deuteriumkern (Deutron) 0 T r
mq = my +my, + Epy
mg+ Ep = my +m,
Mit my = 1875,6MC§V und den Werten fiir
m, und m,, (Kap. 8.1) folgt
EB = 2, 2MeV

pot

Die Bindungsenergie der Kerne sind von der Groflenordnung einige MeV pro Nukleonen.
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Zum Vergleich: duflere Elektronen der Atome einige eV
innere Elektronen schwerer Atome 10 — 100keV

Bindungsenergie der Nukleonen einige MeV
10 T T
b
T e
at f(‘. M‘-‘-—..._ 228,
el = N"‘E’“‘u
>
6r : -
Ey H
A e
(MeV) 2
4
*H
*He
M
o H .
(v} 50 100 150 200 250 300

A
FIGURE 11-3. Binding energy per nucleon versus atomic mass number (4).

Die Bindungsenergie pro Nukleonen als Funktion der Massenzahl zeigt Spitzen bei $He,i¢ 0,39 Ca,
... die deshalb sehr stabile Kerne sind. Das absolute Maximum wird bei 5} Fe erreicht. Daraus
folgt, dass es prinzipiell zwei M6glichkeiten gibt, durch Umwandlungen von Kernen Energie zu
gewinnen:

Kernfusion: Verschmelzen leichter Kerne A < 56
Kernspaltung: Spalten eines schweren Kernes A > 56

8.3 Kernradius und Kernmodelle

Die Grofle eines Atomkerns kann man durch Streuung mit hochenergetischen Teilchen ermit-
teln. Bei der Streuung mit Elektronen erhilt man die Ladungsverteilung im Kern, den die
Elektronen spiiren nur die elektrische Anziehung der Protonen und nicht die Kernkraft. Bei der
Streuung der mit Neutronen erhilt man dagegen die Verteilung der Nukleonen:

[
Ca

25 3 44 3
3*10 As/m 1,6%10 1/m
Au

36 63 r 16" 35 63 r [10"m]

Ladungsdichte Nukleonendichte

Man findet dhnliche Ergebnisse fiir die Verteilung der Protonen (Ladungsdichte) und der Nu-
kleonen. Der Radius der Kerne ist nicht scharf definiert (quantenmechanische Aufenthaltswahr-
scheinlichkeiten). Als Kernradius bezeichnet man die Stelle, an der die Dichte der Nukleonen
auf die Halfte gesunken ist. Im Inneren des Kerns ist die Dichte konstant. Auch fiir Kerne mit
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verschiedenen A und Z sind die Dichten sehr dhnlich. Offenbar sind die Nukleonen im Kern
dicht gepackt.

Tropfchenmodell des Kerns:
Aus dem oben gesagten folgt, dass das Volumen V' des Kerns proportional zu A ist oder mit
V = 37 R? erhilt man den Zusammenhang:

Kernradius: | R = ROA% Ry ~ 1,3 -107""m experimentell ermittelter Wert

Fiir die Massendichte im Kern erhalten wir

kg

m3

(H,O : 10°

)

Die Bindungsenergie der Kerne konnen wir nicht analytisch berechnen. Zum einen handelt
es sich ja wieder um ein Vielkérperproblem und zum anderen ist das Potential der Kernkraft
nicht so einfach wie das Coulomb-Potential im Wasserstoffproblem. Wir beschreiten daher einen
empirischen Weg.
In Analogie zu einem Wassertropfen konnen wir uns die Bindungsenergie zusammengesetzt den-
ken aus einem Beitrag, der proportional zur Zahl der Nukleonen A ist, abziiglich eines Termes
proportional zur Oberfliche (oc A%/3), der der Tatsache Rechnung trigt, dass diese Nukleonen
weniger Nachbarn haben (Oberflichenspannung):
E, = C1A — C,A%3
Weiterhin miissen wir die Coulomb-Abstoflung der Protonen beriicksichtigen. Das Potential ist
proportional zu Z% und zu 1/R, also
Z2

EbCoulomb — _O3E
Das sind Beitrige, die auch im Rahmen der klassischen Physik plausibel sind.
Protonen und Neutronen unterliegen aber als Fermionen dem Pauli-Prinzip! Die Nukleonen

kénnen also nicht alle auf dem niedrigsten Energieniveau liegen. Wir miissen sie daher als
Fermi-Gas behandeln wie die Elektronen in einem Festkorperkristall:

w7 \\'3'_5‘;:::;"- Potentialtopfe der Neutronen und Protonen:
o fr | = === Getrennt fiir beide Nukleonensorten werden
;— i -G U — die Zustédnde bis zur Fermi-Energie auf-
0 b—s — ‘ P gefiillt.
g X o !_ M Al

Fe

Protonen

Die Fermi-Energie berechnet sich zu:

Wl

(37%)

h? s

Er = und die mittlere Energie zu (Ubung)

< E>=

W | ot

m
Ep (fiir T =0, da alle Kerne im Grundzustand sind)
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Diese mittlere kinetische Energie der Nukleonen reduziert die Bindungsenergie und zwar um
die Summe aus den Beitrdgen von Neutronen < Ey > und Protonen< Ej; >.

Eflt — — <« B(Z,N)>=N < Ex >+7Z-< Ez > mit m =m, &~ m,
2\ p2 3 3
_ B R N.<ﬁ>3+z.(§)3
2 m V 4
3R 1 Ni4zi
2 m(éﬂ_)gR(Q) A

V =4rR3A

Wi

3

:c;)'nst
Uns interessiert der Beitrag zu Ej, falls Neutronen und Protonen nicht gleichméfBig aufgefiillt
werden, also N # Z.

Mit e = N — Z und A= N + Z folgt N = §(1+%),Z 4(1-9)

N% 73 A% 1 e
AL AR\ I AR S
A3 2 A3

Mit der Néherung (1 + )" &~ 14 nx + sn(n + 1)2? fiir kleine z gilt dann

_A 1+56+562+1 56+562+ 1 2A + 10 €2
T 9% 3A  9A? 34 942 ) T 9 9 A

Der erste Term ist proportional zu A und damit schon in der Volumenenergie E, = C1 A ent-
halten. Durch das Pauli-Prinzip erhalten wir aulerdem noch einen Beitrag fiir N # Z:

NV - 2)*

Egsym =—C}4 A

Zum Schluss kann man noch einen kleinen Term hinzufiigen, der der Tatsache Rechnung trigt,
dass Kerne mit einer geraden Zahl Protonen und einer geraden Zahl Neutronen besonders stabil
sind, wihrend ungerade Neutronen- und Protonenzahlen eine Reduktion der Bindungsenergie
zur Folge haben

1 +(C5 fir gerade — gerade
B, = — 4 —C5 fiir ungerade — ungerade

\/Z 0 sonst

Zusammengefasst erhédlt man die Weizécker-Formel, die ndherungsweise die Bindungsenergie
der Kerne beschreibt. Die Zahlenwerte der Konstanten Cf ...Cj5 sind aus Untersuchungen an
vielen Kernen durch eine Anpassungsrechnung bestimmt worden

E 7? N — Z)? 1
b —16-A—18- A3 —0,711—1—23,7¥i11,2-—

MeV A3 A VA

Schalenmodell des Kerns:

Bei genauerer Betrachtung der gemessenen Bindungsenergie als Funktionn der Proton- und

Neutronzahl findet man besonders hohe Werte fiir £} bei den sogenannten magischen Zahlen:
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N, Z =2,8,20,28,50,82,126 (Der Kern mit Z = 126 existert nicht)
Die Bindungsenergie ist besonders hoch, wenn sowohl Z als auch N magische Zahlen sind, z.B.:
2He, §°0, 50Ca, 3Ca, H*Pb

Das ist analog zur Atomphysik. Dort haben wir gesehen, dass die Ionisationsenergie fiir Atome
mit abgeschlossenen Schalen, den Edelgasen, besonders hoch ist. Die magischen Zahlen fiir die
Zahl der Elektronen sind: 2, 10, 18, 36, 54, 86

Im Schalenmodell des Kerns stellen wir uns die Nukleonen vor, die sich im Kernpotential be-
wegen. Die Zustdnde der Nukleonen werden durch Quantenzahlen charakterisiert. In der Kern-
physik wird die Hauptquantenzahl n so definiert, dass sie die Zustdnde mit gleichem Bahndre-
himpuls mit steigender Energie numeriert: 1s,2s, 3s,...1p,2p,3p, ...

Die Einschrinkung fiir die Bahndrehimpulsquantenzahl [ < n — 1 gilt hier nicht (anderes Po-
tential!), d.h. es gibt die Zustinde 1p, 1d, 1f, ...

Der Gesamtdrehimpuls eines Nukleons im Kern ist die Summe aus dem Bahndrehimpuls und
dem Spin J = L+ S. Die s-Zusténde haben also j = %, die p-Zustidnde j = %, %, die d-Zustédnde
©_ 35

] = 915 usw.

Man beobachtet eine relativ starke Abhéngigkeit der Kernkréfte vom Spin, d.h. es gibt fiir grofie

Werte von [ eine grof3e ,,Feinstruktur®-Aufspaltung. Fiir gleiches [ ist die Energie des Zustandes
kleiner, wenn L und S parallel stehen.
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FIGURE 11-4 Schematic diagram of the nuclear shell
model.

The numbers in parenthesis indicate the number of nucleons per
subshell. The numbers on the far left indicate the total number
of nucleons in filled subshells.

8.4 Kernzerfille

Zerfalle instabiler Atomkerne wurden zum erstenmal 1896 von Bequerel an Uran beobachtet
(Radioaktivitét). Der spontane Zerfall von Atomkernen ist ein zufilliger Prozess. Die Wahr-
scheinlichtkeit, dass ein instabiler Kern in dem Zeitintervall dt zerfillt, héingt weder von der
Vorgeschichte noch von der Umgebung ab. Diese Wahrscheinlichkeit 1 ist allein eine Eigen-

Nebenstehend ist eine schematische Darstel-
lung der Energieniveaus fiir Protonen oder
Neutronen gezeigt. Die magischen Zahlen
entsprechen relativ groflen Liicken in den
Energieniveaus.

Im Tropfchenmodell nehmen wir an, dass
alle Nukleonen im Kern stark gekoppelt
sind. Im Schalenmodell behandeln wir sie als
unabhéngige Teilchen, die sich in einem Po-
tential bewegen. Beide Ansitze haben Vor-
und Nachteile und werden in komplizierten
Kernmodellen verkniipft.

schaft des Kernes und durch die Wellenfunktion der Nukleonen gegeben

W =MA-dt ) : Zerfallskonstante

Die (mittlere) Zahl der Kerne, die in dem Zeitintervall dt zerfallen, ist deshalb gleich der Zahl
der Kerne N mal dieser Zerfallswahrscheinlichkeit. Fiir die Abnahme der Zahl der Kerne gilt

deshalb:

N(t+dt) — N(t) =dN = —N(t) - A - dt

dN
oder ~ = —\dt

Diese Differentialgleichung 16sen wir durch Integration von ¢ = 0 bis zur Zeit ¢:

/N(t) dN’
N(t=0)=N, N’
N(t) = Noe™™ Zerfallsgesetz

t
:—)\/ & = In
0
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Die Lebensdauer eines Kerns ist definiert als 7 = % und gibt die Zeit an, nach der die Zahl der

Kerne auf % gesunken ist. Als Halbwertszeit bezeichnet man die Zeit, nach der noch die Halfte
der Kerne iibrig ist:

N _

In2
N T%:%:O,GQ?)-T

Halbwertszeiten umspannen einen weiten Bereich und reichen von ~ 10735 bei kiinstlich erzeug-
ten Transuranen (Z > 92) bis hin zu Zeiten in der GréBenordnung des Alters des Universums,
z.B. hat §3°U die Halbwertszeit 71 = 4,46 - 10° Jahre.

Man unterscheidet drei Arten von Zerfiallen instabiler Atomkerne:

a-Zerfall:

Die a-Teilchen besehen aus 2 Protonen und 2 Neutronen. Dieser Kern hat eine besonders hohe
Bindungsenergie Ep = 28, 3MeV. Schwere Kerne zerfallen deshalb hiufig dadurch, dass sich im
Kern ein a-Teilchen formiert, das die Potentialbarriere durchtunneln kann (Seite 14). Allgemein
sieht der Zerfall so aus:

éX —>§:§ Y +a
Beispiele fiir a-Zerfille von auf der Erde vorkommenden, schweren Kernen sind

o0 Th—g* Ra+a Typ=1,4-10" Alter des Universums!
U =50 Th+a Ty =4,17-10%

Es gibt vier verschiedene Zerfallsserien, die bei stabilen Blei- oder Wismut-Isotopen enden.
Die a-Teilchen haben kinetische Energien im Bereich 4 — 10MeV. Die Energie, die beim Zerfall
freigesetzt wird, der sogenannte Q-Wert, ist

Q = (my —mx —mg)c®

Der a-Zerfall kann nur erfolgen, wenn () > 0 ist. Der Endzustand besteht aus zwei Teilchen
(Zweikorperzerfall). Da der Ausgangskern in Ruhe ist, gilt py + p, = 0. Wegen Q < mqc?
kénnen wir nicht relativistisch rechnen

2 2
pa pY pa ( ma>

= = 1 E—
@ 2m,, + 2my  2my * my

Die kinetische Energie der a-Teilchen T, ist daher

my

2
T, = Lo :Q

A—4
=Q — =~ fi Be A
2m, my + Mg @ A @ ur grobe

Da es sich um einen Zwei-Kérperzerfall handelt, sind die a-Teilchen monoenergetisch. Die

Reichweite von a-Strahlen ist kurz. Bei einer Energie von 5MeV ist die Reichweite 4cm in Luft
und 30pum in Wasser!
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(-Zerfall:

Die (-Strahlung besteht aus Elektronen (37) oder Positronen (571). Das einfachste Beispiel
ist der Zerfall eines freien Neutrons. Ein Neutron wandelt sich unter Aussendung eines Elek-
trons in ein Proton um. Dieser Zerfall ist moglich, weil m, > m, + m.. Der Q-Wert ist
Q = my, —my, — me = 939,6MeV — 938,3MeV — 0,5MeV = 0,8MeV. Die Lebensdauer ei-
nes freien Neutrons betrigt 7 = 889s (T% = 616s).

Beispiel fiir ein Impulsspektrum der Elektronen aus (-Zerfall (fiir @Q = 1MeV):

2.5 T T T T

20k 0=1Mev : Das beobachtete Spektrum ist nicht ver-
traglich mit dem Zwei-Korperzerfall n —

gL | p + e. Man wiirde monoenergetische Elek-

1 d . . .
FF}T’ tronen erwarten. Es muss ein drittes Teil-

(Meviey? | | il chen im Endzustand erzeugt werden, das
Impuls und Energie wegtragt. Aus diesen
N i Griinden postulierte Pauli 1931 die Existenz
des Neutrinos v.
- : , : , Im [~-Zerfall des Neutrons wird ein Anti-
Moz e 08 e 10 neutrino (7) erzeugt:
p (MeVic) — _
FIGURE 11-7 Electron momentum distribution from n—p te +U
beta decay.

The shape of the spectrum is characteristic of a final state with
three particles. The spectrum is plotted for a reaction Q value of
1 MeV, corresponding to a maximum electron momentum of
about 0.85 MeV/c.

Das Neutrino ist ein Fermion (s = 1), triigt aber keine elektrische Ladung und hat keine Masse
(bzw. eine sehr kleine Masse m,, < 2eV). Das Neutrino spiirt die Kernkraft nicht und kann nur
iiber die schwache Wechselwirkung mit Materie wechselwirken. Im Mittel kénnen Neutrinos
Lichtjahre von Blei durchdringen, bevor es zu einer Wechselwirkung kommt.

Das Neutrino wurde 1956 von Reines und Cowan entdeckt. In Kernreaktoren werden sehr viele
Antineutrinos produziert. In ihnen konnte gelegentlich der inverse Neutron-Zerfall 7+p — n+e™
durch Nachweis von et + e~ — 27 beobachtet werden.

In instabilen Kernen kommt es zu Umwandlungen eines Neutrons zu einem Proton, oder um-

gekehrt, d.h. zu §~ - bzw. 8*-Zerfillen:
B 94X =y Y+e +7 BT gX =5 YV +et +v
Beispiele:
BN & $0+e +7 Ti=T7135 Q=868MeV
BMg — BNa+et+v Ty =11,32s @ =4,06MeV

Kerne, die durch 3*-Strahlung zerfallen, konnen auch durch Einfang eines Elektrons der inne-
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ren Schalen zerfallen:

p+e  —n+v  Elektroneneinfang (engl.: electron capture EC) , z.B. TBe+e~ —% Li+v

Das eingefangene Elektron hinterldfit ein Loch in einer inneren Schale (meist K-Schale), das
durch Aussendung von (Rontgen)-Licht wieder aufgefiillt wird. Manchmal wird dieses Photon
sofort wieder absorbiert und schlégt ein Elektron aus der Hiille (Auger-Elektron).

v-Zerfall:

Nach einem «- oder f-Zerfall verbleibt der Tochterkern in einem angeregten Zustand. Analog
zur Elektronenhiille wird diese Anregung durch Aussenden eines oder mehrerer Photonen ab-

gebaut
Y* =Y +~y

Die Energie der v-Quanten ist im MeV Bereich.

Eigenschaften einiger hiufig verwendeter radioaktiver Stoffen

Quelle Halbwertszeit (Jahr)

Zerfallstyp Strahlung

Energie (keV)

2Na 2,60

BEe 273
0Co 5,27
0VSr 28,5
073 322
2 Am 432

g, EC

EC

5

5
3
EC

Positron
Gamma
Gamma
Gamma
Gamma
Gamma
Elektron
Gamma
Gamma
Elektron
Elektron
Gamma
Gamma
Gamma
Elektron
Elektron
Elektron
Alpha
Alpha
Gamma
Gamma
Gamma

546 (max)
011

1275

5,89

6,49

14,4

318 (max)
1173

1332

546 (max)
2284 (max, von ?Y)
70

1064

1770

976 (Auger)
482 (Auger)
1048 (Auger)
5486

0443

60

18

14

8.5 Definition der Einheiten fiir radioaktive Strahlung

Die Einheit der Aktivitit ist das Becquerel (Bq)

Zerfall
1Bg=1—>——
e Sekunde

Oft gibt man die Aktivitéit von Quellen auch in der alten Einheit Curie (Ci) an:
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1Ci =3,7-10"Bg

1C'% entspricht etwa der Aktivitdt von einem Gramm Radium, inklusive der Zerfélle der Toch-
ternuklide.

Die biologische Schidlichkeit radioaktiver Strahlung beruht auf der Verdnderung von Molekiilen
durch St68e der Teilchen mit den Elektronen und Kernen. Ein Maf fiir das Zerstéren von Mo-
lekiilen ist der Energieverlust der Strahlung. Die Energie, die in einem Kilogramm biologischer
Masse absorbiert wird nennt man absorbierte Strahlungsdosis mit der Einheit Gray (Gy).

M
1Gy = 1i =6,24- 1012—ev
kg kg
Der biologische Schaden héngt aber nicht nur von der absorbierten Strahlungsenergie ab, son-
dern auch von der Art der Strahlen. a-Teilchen sind besonders schidlich. Man definiert eine
Aquivalente Strahlungsdosis, die einen Schidigungsfaktor (3 beinhaltet. Die Einheit ist Sievert

(Sv).

1Sv=1Gy - Q
Strahlung Q
Die mittlere natiirliche Strahlungsdosis, die ~ Photonen 1
eine Person auf der Erde empfiingt ist 0,4 —  Elektronen/Positronen 1
4mSv im Jahr. Der empfohlene, maximale Protonen (10MeV) 1
Wert ist 50mSv. Eine tédliche Dosis ist ca.  Protonen (1GeV) 2
3Sv. Neutronen (thermisch) 3
Neutronen (schnell) 10
a-Teilchen 20

8.6 Kernspaltung und Kernfusion

Die Bindungsenergie pro Nukleon von schweren Kernen (A > 56) nimmt mit A ab. Durch Spal-
tung sehr schwerer Kerne wird daher Energie freigesetzt. Die Spaltung kann durch Bestrahlen
mit Neutronen erreicht werden. Der Kern fingt das Neutron ein und wird dadurch sehr insta-
bil. Die Kernspaltung wurde 1939 durch O.Hahn und F.Strassmann beobachtet, L.Meitner und
O.Frisch fanden die Erklarung:

n+3 Xe 50 Cs e +7
i’ Ba+e +7
i’ La+e” +7
il Ce+e” +7

Pro 23°U-Kern werden etwa 200MeV Energie frei. Einige Kerne wie 25°U oder 23° Pu werden
durch langsame (thermische) Neutronen gespalten (T ~ 1072 — 100eV), andere wie 352U oder
232Th nur durch schnelle (T ~ 1MeV). Bei den allerschwersten Kernen wie 23°C' f kann die
Spaltung spontan erfolgen.
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U werden im Mittel 2,4 Neutronen erzeugt,

Bei der Spaltung von 23°

die wiederum Kerne spalten kénnen. Wenn die Wahrscheinlichkeit, n © n
dass eines der Neutronen absorbiert wird und eine weitere 23°U / \
Spaltung auslost, grofier ist als i, dann kommt es zu einer Q Q
Kettenreaktion: O/ \O O/ x

menbringt

Das ist z.B. der Fall, wenn man eine kritische Masse 23°U zusam-
= Atombombe! J g é g

In Kernreaktoren findet dieser Spaltungs- Cadmiumstaebe
prozess kontrolliert statt. Durch Cadmium $
oder Bor, die einen groflen Einfangquer-

schnitt fiir Neutronen haben, kann man

den Neutronenflul steuern. Das gelingt, Energie-
weil einige Neutronen erst Sekunden nach transfer
der Spaltung freigesetzt werden. Das Was- N N :>

ser dient zugleich als Kiihlmittel fiir den

Wirmetransport und als Moderator, der die Uranstaebe HP

Neutronen abbremst.

Kuehlkreislauf
In normalen Druckwasserreaktoren bendtigt man 2*U. Natiirlich vorkommendes Uran besteht

aber hauptsiichlich (99,3%) aus 23U und nur zu 0,7% aus ?*>U. In Reaktoren bendtigt man
angereichertes Uran (> 10%%*°U). Die Trennung der Isobare ist aber chemisch nicht méglich,
sondern erfolgt z.B. in Zentrifugen, die den Massenunterschied ausnutzen.

Eine noch effektivere Methode Energie aus Kernumwandlungen zu gewinen ist die Fusion leich-
ter Kerne. Die Kernfusion ist die Energiequelle der Sonne und der meisten Sterne. Die Netto-
reaktion ist

4p — a + 2et + 2v+Energie  oder
41H —5 He + 2™ + 2’ +2v+Energie
f
—4y

Dabei wird pro erzeugtem Heliumkern die Energie von
Q =4my — my, = 27TMeV frei!
Da die Neutrinos einen Teil der Energie forttragen, sind etwa 25MeVdavon nutzbar.
Damit es zur Kernfusion kommt, muss die Coulomb-Abstolung der Kerne iiberwunden werden.
Dazu ist eine kinetische Energie notwendig, die sehr hohen Temperaturen entspricht (> 107K)!

Das Beherrschen dieser extremen Bedingungen ist das grofle Problem, um die Kernfusion, aufler
in der Wasserstoffbombe, auch zur kontinuierlichen Energieerzeugung zu nutzen.

In Sternen erfolgt die Erzeugung von Helium aus Wasserstoff iiber zwei Hauptprozessketten:
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pp Zyklus T < 108K Kohlenstoffzyklus (CNO) T > 10°K

p+p — d+et+v p+iC — BN 4y
p+d — %H€+’y %3]\[ — é30+€+—|—l/
sHe+3He — p+p-+sHe pH2C — BNy
p+HN — PO+~y
PO = BN4et4v
p+P N - 12C+4iHe

Die Temperatur im Inneren der Sonne ist 15 - 10°K, d.h. der pp-Zyklus ist der dominierende
Prozess. Die Sonne scheint seit etwa 5 - 10? Jahren. Der Vorrat an Wasserstoff reicht noch fiir
weitere ca. 5 - 10° Jahre...
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9 Elementarteilchenphysik

9.1 Die Bausteine der Materie

Die Elementarteilchenphysik beschéftigt sich mit den fundamentalen Bausteinen der Materie
und deren Wechselwirkungen. Diese elementearen Bausteine sind punktformige Gebilde, d.h.
ohne rdumliche Ausdehnung, denen Eigenschaften wie Masse, Spin, Ladung etc. zugeordnet
sind. Um die Physik der kleinsten Dimensionen zu untersuchen, z.B. die Punktférmigkeit der
Teilchen, benotigen wir moglichst hohe Energien: A\ = %. Daher bezeichnet man dieses Gebiet
auch als Hochenergiephysik. Die benutzten Apparaturen sind Teilchenbeschleuniger (Elektro-
nen, Protonen) und Detektoren, die die Kollisionsprodukte untersuchen. Beispiele fiir Teilchen-
beschleuniger sind:

Beschleuniger Typ Energie

LEP Elektron-Positron Ringbeschleuniger  bis 200GeV 1989 - 2000
SLD Elektron-Positron Linearbeschleuniger 91GeV 1989 - 1998
Tesla Elektron-Positron Linearbeschleuniger bis 800GeV in Planung
HERA Elektron-Proton E, =30GeV, £, = 820GeV  seit 1992
Tevatron Proton-Antiproton E, =1000GeV seit 1987
LHC Proton-Proton E, =7000GeV ab 2005

Kandidaten fiir Elementarteilchen, die wir bisher kennengelernt haben:
e Das Elektron (e”) und sein Antiteilchen, das Positron (e™)
e Das Neutrino (v) und sein Antiteilchen, das Antineutrino (7)

Das Elektron und das Neutrino bezeichnet man auch als Leptonen, weil sie leicht sind: m, =
5111?—.}/, m, < 3‘2—.\2’. Fiir das Neutrino kann man zur Zeit nur eine obere Massengrenze angeben.
Es gibt aber ganz neue Hinweise, dass das Neutrino eine sehr kleine Masse besitzt, der Gréflen-
ordnung ~ 1025

Die Leptonen spiiren die Kernkraft nicht, d.h. sie nehmen nicht an der starken Wechselwirkung
teil. Bis heute hat man in Streuexperimenten an den Beschleunigern keine Abweichung von der
Punktformigkeit der Leptonen gefunden. Das bedeutet, dass R,, < 107"®m ist.

Nukleonen (Neutron und Proton):

Diese Teilchen gehoren zur Gruppe der Hadronen, was schwer bedeutet. Die Nukleonen, wie
alle Hadronen, sind nicht elementar!

In Streuexperimenten mit hochenergetischen Elektronen hat man herausgefunden, dass die La-
dung in einem Proton auf drei punktférmige Teilchen verteilt ist. Auch im Neutron, das ja
insgesamt neutral ist, finden sich drei dieser punktférmigen, geladenen Teilchen. Man nennt
sie Quarks. In den Nukleonen gibt es zwei verschiedene Quarks, das up-Quark (u) und das
down-Quark (d):

u: Ladung +§e Proton p =uud @, = +le
d: Ladung —%e Neutron d = udd @, =0
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Auch von den Quarks nehmen wir heute noch an, dass sie elementar sind. IThre Groflie kann
ebenfalls auf R, < 10~ '®m beschrinkt werden.

Quarks haben ebenfalls einen Spin s = % Neben ihrer drittelzahligen elektrischen Ladung tra-
gen Quarks, im Gegensatz zu Leptonen, noch eine Farbladung (rot, griin oder blau). Diese
Farbladung ist dafiir verantwortlich, dass Quarks an der starken Wechselwirkung teilnehmen.
Eine weitere Konsequenz ist, dass freie Quarks nicht existieren, sondern immer in Hadronen
gebunden sind. Neben den Nukleonen kennt man heute sehr viele andere, instabile Hadronen,
die aus Quarks bestehen: entweder drei Quarks wie bei Nukleonen oder Quark und Antiquark.
Ein Beispiel ist das Pion 77: ud m, = 140MeV.

Weil freie Quarks nicht existieren, kann ihre Masse nicht genau bestimmt werden. Die Massen
der Hadronen sind durch die Bindungsenergie bestimmt:

my, /& Mg ~ einige MeV

Alle bekannte Materie des Universums besteht aus diesen vier fundamentalen Bausteinen:

[ Neutrino . up — Quark
Leptonen : ( Flektron > Quarks : ( down — Quark >

Da alle diese Teilchen einen Spin s = % haben, wird Materie also aus Fermionen aufgebaut.

An Beschleunigerexperimenten hat man inzwischen zu jedem dieser vier Fermionen zwei weitere
Kopien gefunden. Diese Kopien unterscheiden sich durch nichts voneinander, aufler der Masse.
Z.B. ist das Myon (u) nichts anderes, als ein schweres Elektron: m, = 106X ~ 200m,. Die
fundamentalen Fermionen werden entsprechend ihrer Masse in drei Generationen (oder Fami-
lien) eingeteilt. Man weifl heute durch Experimente am LEP Beschleuniger, dass es nicht mehr
als die drei bekannten Generationen gibt. Warum es diese drei Generationen gibt, ist allerdings
noch nicht gekliart. Es konnte etwas damit zu tun haben, dass es im Universum Materie, aber

keine Antimaterie gibt.

Jedem geladenen Lepton (e, p, 7) ist ein Neutrino zugeordnet v,, v, v;, die unterschieliche Teil-
chen sind! Deshalb geben wir jetzt auch dem Elektron-Neutrino, das wir im Neutronzerfall
kennengelernt haben, einen Index:

n—p+e + .

Jeder Leptonfamilie ist eine Leptonzahl zugeordnet, die getrennt nach Familie erhalten ist (la-
dungsartige Quantenzahl). Antiteilchen haben einen negativen Wert. Die Fermionen der II. und
ITI. Generation sind instabil und zerfallen in die leichten Fermionen der I. Generation.
Beispiel: das Myon hat eine Lebensdauer von 7 = 2,2us

s e pt — et v oy,
Elektronzahl: 0 = +1 -1 0 0 = -1 +1 0
Myonzahl: +1 = 0 0 +1 +1 = 0 0 +1

Ahnliches gilt fiir die Quarks, doch ist hier die entsprechende Quantenzahl nicht streng erhal-
ten, weil Uberginge zwischen den Generationen moglich sind.
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Liste der fundamentalen Fermionen:

Ladungen
elektrisch schwach* Farbe Masse [mp]*
Leptonen
I | Neutrino v, 0 +1/2 — <2eV/c2  <2-1077
Elektron e —e —1/2 — 511 keV /c? 0.5-1073
IT | Neutrino v, 0 +1/2 — <170 keV/c*> < 1.8-107*
Myon —e —1/2 — 106 MeV /c? 0.1
IIT | Neutrino v, 0 +1/2 — <18 MeV/c? <2102
Tau T —e  —1/2 — 1.8 GeV/c? 1.9
Quarks
I [Upu +2/3e  +1/2 rgb ~ 3 MeV /c? 3-1073
Down d -1/3e  —1/2 rgb ~ 6 MeV /c? 6-1073
IT | Charm ¢ +2/3e  +1/2 rgb | ~ 1.2 GeV/c? 1.3
Strange s -1/3e  —1/2 rgb | ~ 100 MeV /¢? 0.1
ITI | Top t +2/3e +1/2 rgh 175 GeV/c? 187
Bottom b -1/3e  —1/2 rgb | ~ 4.5 GeV/c? 4.8
* T3 des schwachen Isospins * Protonmasse m, = 938.3 MeV/c? ~ 1 GeV/c?

Jedes dieser Ferionen besitzt natiirlich noch ein Antiteilchen, z.B. e, u*, 7% oder v,, v, v;. Die

Antiteilchen der Quarks haben auch Antifarbe 7, g, b!

9.2 Die fundamentalen Wechselwirkungen

Nachdem wir die fundamentalen Bausteine identifiziert haben, befassen wir uns nun mit ihren
Wechselwirkungen (WW). Wir haben bisher vier verschiedene WW zwischen Materie kennen-

gelernt, die wir hier der Reihe nach diskutieren wollen:

A) Gravitation

Sie spielt keine Rolle bei Prozessen der Atom-, Kern- oder Elementarteilchenphysik, weil sie

viel zu schwach ist im Vergleich zu den anderen WW. Beispiel des Wasserstoffatoms:

mem
Fo=n 22 Ly =6,67- 10_11;"—; Gravitationskraft
0

ao: Bohrscher Radius

1 . 1
c = Qe QQP = ahc—; Coulombkraft
dmey  ag ag
Das Verhéltnis ist
7 ) Die Grofle mp, = % hat offenbar die
G _lmpme Dimension einer Masse. Man nennt sie die
Fe  ahc Planck-Masse:
GeV
mp = 2,18 10 kg = 1,22 100
c
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Eingesetzt folgt also fiir das Verhéltnis von Gravitations zu Coulombkraft im Wasserstoffatom:

Fo _ Lmyme _ |, 0,934GeV -0,511 - 107°GeV

— = =3,2-10%
Fe a my, 1,222 - 1038GeV —

So wie die Feinstrukturkonstante o« = 47:;2% die Stédrke der elektromagnetischen WW charakte-
MpMe

risiert, gibt der Term =2~ offenbar die Stirke der Gravitation an. Es ist evident, dass wir die

Effekte der Gravitation IF;liCht mehr vernachléssigen konnen, wenn wir Massen der Groflenord-
nung mp; bzw. Energien der Groflenordnung mp;c? betrachten.

Allerdings existiert noch keine iiberzeugende Quantentheorie der Gravitation. Deshalb ist die
Gravitation auch nicht Teil des Modells, mit dem die WW der Teilchen quantenmechanisch be-
schrieben werden. Auf makroskopischer Ebene ist die Gravitation die dominierende WW, weil
sie immer anziehend ist. Deshalb gibt es keine Abschirmung und alle Einzelbeitréige summieren
sich auf.

B) Elektromagnetische WW

In der Maxwellschen Theorie werden elektrische und magnetische Krifte auf eine gemeinsame
theoretische Grundlage gestellt, die elektromagnetische WW.

In der Quantentheorie werden WW von Teilchen durch den Austausch von Quanten, d.h. Teil-
chen, beschrieben. Im Falle der elektromagnetischen WW heifit die Theorie Quantenelektrody-
namik (QED).

Veranschaulicht werden WW in Feynman-Diagrammen dargestellt, z.B. die Streuung zweier
Elektronen:

e’ e’

Im Fall der QED ist das Austauschquant das uns bekannte Photon (7).
Das Photon koppelt an die elektrische Ladung der Teilchen (o (/a).
Die Kraftwirkung wird vermittelt durch Emission und Absorption von
Photonen.

Voo
e’ e’

Diese Photonen sind virtuell, d.h. sie werden unter kurzfristiger Verletzung von Energie- und
Impulserhaltung (Unschérferelation!) erzeugt und wieder vernichtet.

Feynman-Diagramme dienen nicht nur zur Veranschaulichung, sondern auch als Hilfsmittel zur
Berechnung von z.B. Wirkungsquerschnitten. Ein anderes, einfaches Beispiel fiir einen Prozess
der QED ist die Reaktion ete™ — utp:

w

¢ Vo Vo Man berechnet den Wirkungsquerschnitt zu
4o
M Oferemsutu™) = —3 mit /s = Eeps Schwerpunktsenergie
Y S

et “+
Die deBroglie Wellenlénge der Teilchen verkleinert sich mit Zunahme der Energie A = % ~ %
fiir £ > moc?. Der Wirkungsquerschnitt (Flidche!) einer solchen Reaktion ist daher proportio-
nel zu —— = L.
E2 s

cms
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schwache WW

Diese WW ist verantwortlich fiir z.B. den Neutron-Zerfall n — p + e~ + v,. Alle Fermionen
tragen eine schwache Ladung.

Die Austauschteilchen der schwachen WW sind die geladenen W', W~ und das ungeladene
Z-Boson. Sie haben wie das Photon den Spin s = 1. Sie wurden 1983 am CERN entdeckt (C.
Rubbia). Im Gegensatz zum Photon besitzen sie eine sehr grofie Masse

GeV GeV

CQ mz :91,26—2

my+ = 80,5

Beispiele fiir Feynman-Graphen der schwachen WW:

un v
u et
W
_ e’
_ Ave
e

Zerfall eines Myons Myonpaarproduktion

Auf Grund der sehr hohen Massen der Austauschteilchen ist diese WW sehr schwach, jedenfalls
fiir Energien £ < myyc?, und von kleiner Reichweite. Die Unschérferelation erlaubt es nur fiir

kurze Zeit At = #, dass man sich die Ruheenergie fiir das W-Boson aus dem Vakuum borgt.

, , Bei grofen Energien F > myc® ist die
>L< >£,< v/Z schwache WW nicht mehr schwach. Als
. . . _ . _ Beispiel betrachtet man wieder die Reaktion

ete” — ptp~. Der Wirkungsquerschnitt ist
PETA RN R berechnet und mit vielen Experimenten der
T::Zio enus Elektron-Positron-Vernichtung  verglichen.
4TASSO Bei kleinen Energien trigt nur der Photon-
Austausch bei, wihrend fiir £ > mzc? der
Z-Austausch wesentlich zum Wirkungsquer-
schnitt beitrdgt. Die Masse des Z spielt keine
grofie Rolle mehr. Fiir /s = mzc® kommt es
sogar zu einer resonanzartigen Erh6hung des
e Wirkungsquerschnittes. Im iibrigen Bereich
0 25 50 75 100 125 150 175 200 fillt er mit L ab.

s [GeV] 5

D) Starke WW

Die Quarks tragen zusétzlich zur elektrischen und schwachen Ladung auch noch eine sogenannte
Farbladung. Der Name stammt aus der Analogie mit der Farbenlehre. Es gibt drei verschiedene
Farbladungen rot, griin und blau (kurz: rgh), die zusammen addiert weif}, d.h. keine Farbladung
ergeben. In einem Proton oder einem Neutron sind immer drei Quarks, die drei unterschiedliche
Farben tragen, so dass das Nukleon insgesamt farblos ist. Zum Beispiel konnte ein Proton zu
einem bestimmten Zeitpunkt aus einem roten und blauen u-Quark und einem griinen d-Quark
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bestehen: p = (u,upd,). Antiquarks tragen Antifarben, z.B. besteht ein Pion 7~ aus einem roten

u~ und einem antiroten Antiquark 7~ = (u,d;) oder auch (u,dy) oder (uyd).

Man kann nur farbneutrale Objekte beobachten!

Alle Hadronen bestehen entweder aus drei verschiedenen Farben, drei verschiedenen Antifar-
ben oder Farbe-Antifarbe. Freie Quarks, also freie Farbladungen, sind bisher nicht beobachtet
worden.

Dieses Phénomen liegt an einer besonderen Eigenschaft der starken WW. Das Potential wichst
z.B. zwischen zwei Quarks linear mit dem Abstand, d.h. die Kraft ist konstant.

E . .
Wenn man versucht zwei Quarks ausein-

<t ander zuziehen, dann steigt die benétigte

Energie immer weiter an. Irgendwann hat

man geniigend Energie aufgebracht um

0 1 ein  Quark-Antiquark-Paar zu erzeugen.

100 m Diese verbinden sich sofort mit den an-

deren Quarks zu gebundenen Systemen

< (Hadronen). Man nennt dieses Phiinomen
Confinement.

Beispiel:

+ Wenn man an Hochenergiebeschleu-
nigern Quarkpaare erzeugt, z.B.
ete” — qq, beobachtet man deshalb

TE<><r nicht die Quarks in dem Detektor
sondern Biindel von Hadronen,
sogenannte Jets.

o | c
+
o ol

7 ©, neutrales Pion

Beispiel ete™ — ¢q bei /s = mzc?:
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Die Kernkraft verstehen wir nun als eine Art van-der-Waals Kraft durch die starke WW. Die
Nukleonen sind zwar farbneutral, tragen aber im Inneren rdumlich getrennte Farbladungen.
Auflerhalb der Nukleonen gibt es deshalb noch ein Restfeld, dhnlich dem elektrischen Dipol-
feldes des HyO-Molekiils, das allerdings rasch mit dem Abstand abféllt. Die Kernkraft ist die

Die Richtung des Elektrons und des Po-
stitrons ist senkrecht zur Zeichenebene.
Es entstehen ca. 20 geladene und mehrere
ungeladene Hadronen. Die geladenen Ha-
dronen hinterlassen Spuren in der zentralen
Driftkammer, die durch ein Magnetfeld,
das parallel zur ete -Achse ist, gekriimmt
werden. Hinter der Driftkammer wird die
Energie der neutralen und geladenen Hadro-
nen in Kaloriemetern gemessen, die z.B. aus
Szintillatoren bestehen.

Konsequenz dieses Restfeldes durch die Farbladungen im Inneren der Nukleonen.

Die starke WW wird durch Austausch von Gluonen (glue = Leim) vermittelt. Gluonen (g)
tragen eine Farbe und eine Antifarbe, z.B. kann ein Gluon rot und antiblau sein. Da es acht
linear unabhéngige Kombinationen der drei Farben und drei Antifarben gibt, gibt es acht ver-

schiedene Gluonen.

Beispiel fiir ein Feynman-Diagramm der starken WW:

Ur ub

TC+

d

r
Weil das Gluon nicht farblos ist, kann es
ebenfalls nicht frei existieren. Oft wird in
der Produktion eines Quarkpaares auch ein
Gluon abgestrahlt. Dann kommt es zu 3-Jet
Ereignissen z.B. ee™ — qqg

Bindung des Pions

of
)
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Die Rate dieser Ereignisse kann man benut-

zen, um die Kopplungsstirke der starken

WW zu messen: ag. Sie hdngt stark von der

Energie ab. Man findet fiir £ = m c?
as(mz) = 0,12

also wesentlich grofler als die QED Kopp-

lungskonstante!

Gluonen sind masselos und haben den Spin s =1

Materie besteht aus Fermionen s =
WW werden durch Bosonen s = 1 vermittelt

N[

—

Zusammenfassung der Austauschbosonen:

Wechselwirkung Teilchen Spin Ladungen Masse
[h] | elektrisch schwach  Farbe
Gravitation ?
Elektromagnetismus Photon 1 0 0 — 0
Schwache Wechselwirkung | Z Boson 1 0 1 - 91.2 GeV/c?
W*Bosonen | 1 +e 1 — 80.4 GeV/c?
Starke Wechselwirkung Gluon g 1 0 0 8 Komb. 0

Es sei hier noch angemerkt, dass bis auf das Photon alle anderen Bosonen selbst eine Ladung
tragen und daher an sich selbst koppeln.

Inzwischen ist es gelungen, die elektromagnetische und die schwache WW auf eine gemeinsame
theoretische Grundlage zu stellen, das Glashow-Salam-Weinberg Modell (GSW). Es bestehen
Relationen zwischen den Kopplungskonstanten (Analogie zur Maxwell’schen Theorie). Das Ziel
bleibt, alle WW inklusive der Gravitation auf eine gemeinsame Grundlage zu stellen, d.h. sie
von dieser einzigen fundamentalen WW abzuleiten, die nur noch eine Kopplungskonstante des
freien Parameters enthélt (Grand Unified Theory GUT).

9.3 Symmetrien

Nach unserem heutigen Verstédndnis der Physik basieren diese fundamentalen WW auf Symme-
trien, genauer lokalen Eichsymmetrien. Diese Symmetrien bilden die mathematische Grundlage
fiir ihre Beschreibung. Im Folgenden wollen wir versuchen, das Grundkonzept zu verstehen.

Erhaltungssétze in der Physik konnen auf Symmetrien zuriickgefiihrt werden. Dies ist die Aus-
sage des Noether-Theorems:
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Einer kontinuierlichen Symmetrie eines physikalischen
Systems entspricht ein Erhaltungssatz (E. Noether).

Symmetrie bedeutet, das es eine Grofle gibt, die nicht messbar ist. Beispiel ist die Symmetrie
einer Kugel. Die Observablen in einem Experiment mit einer Kugel hingen nicht von ihrer
Orientierung ab. Das heifit, die Orientierung der Kugel ist nicht messbar!

In der theoretischen Mechanik wird gezeigt, dass die Erhaltungssétze fiir Energie, Impuls und
Drehimpuls auf kontinuierliche Symmetrien der Raum-Zeit zuriick zufiihren sind. Als Beispiel
wollen wir hier den Impulssatz ableiten:

Wir betrachten ein beliebiges Potential zwischen zwei Punk-
ten 7] und 75: V(rq,73). Dieses Potential ist unabhingig von
der Wahl des Koordinatensystems, d.h. es &ndert sich nicht,
wenn der Ursprung von O nach O’ gelegt wird:

V(ri,7%) = V(i — d, 7 — d)
fiir beliebiges d.

Das ist die Translationssymmetrie, die zur Konsequenz hat, dass man keine absolute Position
im Raum festlegen (messen) kann. Die Tatsache, dass V(r1,73) = V(57 — d, 75 — d) fiir alle d
ist, bedeutet, dass V nur von der relativen Koordinate 77 — 75 abhéingen kann:

ov._ oV

or 0r

Mit dem Newtonschen Gesetz F = —gradV = ‘fi—f folgt

V=V(i—-r3) =

ai_ g _[d

= — %(171 +p3)=0 Impulserhaltung

Auf dhnliche Art und Weise kann man die anderen Enrhaltungsséitze der Mechanik ableiten:

Symmetrie nicht messbare Gréle Erhaltungsgrofie
Translation im Raum  absolute Position Impuls
Rotation im Raum absolute Richtung Drehimpuls
Translation in der Zeit absolute Zeit Energie

In der Quantenmechanik kénnen wir nur das Absolutquadrat der Wellenfunktion |¥|? = ¥ - ¥*
beobachten. Man kann zeigen, dass man deshalb die Wellenfunktion eines Teilchens der Ladung
¢ mit einem Phasenfaktor multiplizieren darf ¥’ = ¥ - ¢~ %% Die Phase « ist nicht messbar und
dieser Symmetrie entspricht die Erhaltung der elektrischen Ladung!

Bisher haben wir nur globale Symmetrien betrachtet. Beispielsweise war die Phase a eine Kon-
stante, die wir iiberall und zur gleichen Zeit um den gleichen Betrag geindert haben. Eine viel
schirfere Forderung ist die lokale Symmetrie oder lokale Eichinvarianz, d.h., dass die Phase
von Ort und Zeit abhingen darf a = a(7,t), ohne die Form der physikalischen Gleichungen zu
dndern. Eine solche lokale Symmetrie erfordert die Existenz eines Feldes, in unserem Beispiel
des geladenen Teilchens, die Existenz des elektromagnetischen Feldes. Die Quanten dieses Fel-
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des, in unserem Fall also das Photon, sind die Austauschteilchen der WW. Bildlich gesprochen
transportiert dieses Feld bzw. Teilchen die Information iiber die Phasen «(7, ¢) an verschiedenen
Raum-Zeit Punkten.

Zusammenfassend basiert also die Quantentheorie der elektromagnetischen WW auf der Inva-
rianz der physikalischen Gleichungen gegeniiber lokalen Rotationen im Phasenraum

\If, — \Ije—ia(F,t)q

Ganz dhnlich verhélt es sich mit den anderen WW. Die schwache WW basiert auf der Tatsache,
dass man die Fermionen in Dubletts anordnen kann. Genauer: die Komponenten der Fermionfel-

der, bei denen der Spin entgegengesetzt zur Impulsrichtung ist, die linkshéndig genannt werden,
z.B.:

<: Spin

Impulsrichtung

(=), o) () () (5), G6),

Die Symmetrieoperationen sind Rotationen in diesen Dubletts

U = Upe @ j =123  7;: Pauli-Matrizen
(01 (0 - (10
T={10) ™27\io B=lo0 -1

= drei Bosonen: Z, W+, W~

Schliellich die starke WW: Hier kénnen wir die Quarks entsprechend ihrer Farbladung in Tri-
pletts anordnen und die Invarianz ist die Rotation in dem dreidimensionalen Raum

Uy d, Cr Sy t, b,
Ug dg Cg Sg ty by
up dy Ch Sp iy by

U = e oG = 1,...,8 )\; sind 3x3-Matrizen
= 8 Bosonen, die Gluonen

Diese drei Operationen bilden Gruppen, die durch Matrizen reprisentiert werden:

Operation Gruppe Matrizen

erlria U(1) unitér, eindimensional

el (M) SU(2)  unitér, 2-dimensional, Spur Null

el (MDA SU(3)  unitér, 3-dimensional, Spur Null
Natiirlich kann man sich viele andere Symmetrieoperationen iiberlegen. Offenbar sind aber ge-
nau die drei oben skizzierten Symmetrien und die entsprechenden Wechselwirkungen in der
Natur realisiert, jedenfalls soweit wir es heute experimentell verifizieren konnen. Man nennt
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das hier beschriebenen Standardmodell der Elementarteilchenphysik auch kurz
U(l) x SU(2) x SU(3)

Ziel ist es, eine Symmetrie zu finden, die bei sehr hohen Energien die WW der Teilchen be-
schreibt und aus der die drei Symmetrien hervorgehen, die wir heute beobachten.

Das Higgs-Boson

Ein Problem haben wir bis jetzt umgangen, ndmlich die Massen der W- und Z-Bosonen. Diese
Massen sind nicht kompatibel mit dem Konzept der lokalen Eichinvarianz. Wir haben gefordert,
dass wir die Phasen «(7, t) iiberall frei wihlen diirfen, auch an weit entfernten Orten. Das Feld,
das diese Phasen verkniipft, muss also eine unendliche Reichweite haben, d.h. die WW muss
eine unbegrenzte Reichweite haben wie z.B. die elektromagnetische. Auf Grund der Unschérfe-
relation AE - At = h kann man sich eine endliche Masse (Ruheenergie) nicht beliebig lange
aus dem Vakuum borgen. Anders ausgedriickt: eine unendliche Reichweite der WW erfordert
masselose Quanten!

In unserem Standardmodell ist die mathematische Lésung die Einfiihrung eines neuen Fel-
des, das Higgs-Feld. Damit gelingt die Wiederherstellung der Symmetrie bei hohen Energien,
wéahrend sie bei niedriger Energie spontan gebrochen ist.

Dem Higgs-Feld entspricht ein Teilchen des Standardmodells, das bisher noch nicht beobachtet
werden konnte. Nach ihm wird intensiv gesucht und wir vermuten, dass seine Masse im Bereich
10095% < my < 20095¢ liegt.
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10 Astrophysik und Kosmologie

10.1 Sterne und Sternentwicklung

Sterne entstehen aus Ansammlungen von Wasserstoff im Weltraum, die sich durch die eige-
ne Schwerkraft zusammenziehen. Dabei wird Gravitationsbindungsenergie frei, die den Stern
aufheizt. Wir betrachten die Masse dm, die aus dem Unendlichen auf die Masse m, Radius r
gebracht wird:

av = —7@ = —dFEp freiwerdende Bin-
dungsenergie. Wir rechnen sehr vereinfacht

mit einer konstant bleibenden Dichte p:

_ 4m .3
———————————————— 1 m=ogr

1
- ()
T 0

= dEg = vy %m%dm

Bei der Formation eines Sterns der Masse M und des Radius r wird also die Bindungsenergie

M M
[4 > dmp 3 3 M?
BZO/dEB:*yg%O/mgdm:’ys%gM%:gffrei.

Im Fall der Sonne sind das etwa Ep = 4 - 10*'.J. Das entspricht der Energieproduktion der
Sonne von einigen Millionen Jahren. Da die Sonne aber ein Alter von ca. 5 - 10°Jahren hat, ist
die Gravitationsenergie nicht die Quelle der Sonnenenergie!

S

Fiir Wasserstoffansammlungen mit m 2> 10 ?M; (Sonnenmasse M, = 2 - 10*°kg) reicht die
Temperaturerh6hung im Sterninneren, durch die freiwerdende Bindungsenergie, um die Fusion
von Wasserstoff zu Helium in Gang zu setzen. Der Jupiter (m & 2-10*"kg) wiire fast zum Stern
geworden!

Die hohe Temperatur, die durch die Kernfusion in aufrechterhalten wird, baut einen hohen
Druck auf, der mit dem Gravitationsdruck im Gleichgewicht steht. Ndherungsweise kann man
den Druck nach der idealen Gasgleichung berechnen pV' = nRT'. Fiir den Kern der Sonne erhélt
man p ~ 2-10%Pa =2 -10%atm.

Sterne verbringen die meiste Zeit ihres Daseins damit Wasserstoff in Helium umzuwandeln. Je
massereicher ein Stern ist, desto héher ist die Temperatur im Inneren. Eine hohere Temperatur
bedeutet aber, dass die Kernfusion sehr viel schneller ablduft, weil auf Grund der Maxwell-
Boltzmann-Verteilung viel mehr Protonen geniigend hohe kinetische Energie haben, um die
Coulomb-Abstoung zu iiberwinden. Massenreiche Sterne haben eine grofiere Leuchtkraft und
ein kiirzeres Leben, weil sie ihren Wasserstoff schneller verbrauchen. Ndherungsweise gilt:

L (M
Lo~ \Ms
normiert auf die Parameter der Sonne ®

Sterne werden in einem Hertzsprung-Russel-Diagramm klassifiziert. Die Leuchtkraft eines Ster-
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nes, hier bezogen auf die Sonne, wird aufgetragen iiber die Oberflichentemperatur, die aus der
beobachteten Spektralklasse ermittelt wird. Sterne strahlen in guter Ndherung wie schwarze

Korper.
Spektralklassen
6 A F G K M
wrT T \ T Die allermeisten Sterne befinden sich auf
" 7‘90 3y | der sogenannten Hauptreihe, wie z.B. die
%@O .t::'.‘ Sonne. Das sind die Sterne, die Wasserstoff
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in Helium verwandeln.
AH —3 He + 2et +2v,

Sie befinden sich in einem relativ stabilen
Gleichgewicht. Die Hauptreihe wird begrenzt
einerseits, weil bei zu leichten Objekten wie
dem Jupiter die Kernfusion nicht in Gang
gesetzt werden kann. Auf der anderen Seite
verbrauchen massive Sterne ihren Wasser-
stoffvorrat sehr schnell und haben nur eine

sehr kurze Lebensdauer.

Was passiert nun, wenn ein Stern seinen H-Vorrat aufgebraucht hat (Genauer: wenn im Inneren
des Sterns die H-Konzentration unter einen kritischen Wert gefallen ist)?

Das Innere des Sterns zieht sich zusammen, weil der thermische Druck nicht mehr aufrecht
erhalten werden kann. Dabei erh6ht sich die Temperatur im Inneren (Gravitation!), bis es zur
Fusion von Heliumkernen kommt und sich ein neues Gleichgewicht einstellt:

(§Be ist sehr instabil, es steht mit 3He im

sHe +3 He . }
thermonuklearen Gleichgewicht)

=% Be SBe+; He —§* C
Dieses neue Gleichgewicht im Sterninneren, bei erh6htem Druck und Dichte, erfordert eine
hohere Energieproduktion. Der erhohte Strahlungsdruck fiihrt dazu, dass sich die &uflere, noch
sehr wasserstoffreiche Hiille aufbldht und dabei abkiihlt. Der Stern wird zum roten Riesen. Z.B.
wird die Sonne in dieser Phase in ca. 5+ 10°Jahren die inneren Planeten verschlucken und sich
etwa bis zur Erdbahn ausdehnen! Rote Riesen verlieren auch einen grofien Teil ihrer Masse in
Form von Wasserstoff, der in den Weltraum abgegeben wird. Das Heliumbrennen ist nicht so
ergiebig. Deshalb, und durch die héhere Energieproduktion, dauert das Heliumbrennen wesent-

lich kiirzer als das Wasserstoffbrennen.

Nach der Heliumfusion konnen weitere Phasen folgen, in denen schwerere Elemente erzeugt
werden z.B.

éHe +é2C' —>§6 O éQC —i—éQ C —>§8 Ne +§ He

ﬁ Na+p

YO+ 0 5B Si+iHe+ ...
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Das geht so lange gut, bis der Stern beim Eisen 33 Fe angekommen ist. Schwerere Kerne kénnen
zwar noch durch Einfang von Protonen, Neutronen, a-Teilchen etc. gebildet werden, das dem
Stern allerdings Energie entzieht.

Was passiert nun, wenn der Stern keine Energie mehr durch Kernfusion gewinnen kann? Das
Schicksal ist durch die Masse bestimmt, die der Stern auf der Hauptreihe hatte.

[) ~ 0,5 — 8M: Die Kernfusion stoppt bereits beim Kohlenstoff und Sauerstoff. Dieser CO-
Stern zieht sich zusammen, erhitzt sich und stoft seine dufleren Schichten ab. Es entsteht ein
weifler Zwerg (hohe Oberflichentemperatur, kleine Leuchtkraft auf Grund der kleinen Ober-
fliche). Weifle Zwerge haben typischerweise einen Radius von 107m, d.h. etwa die Griéfle der
Erde!

Weifle Zwerge werden stabilisiert durch den Fermi-Druck der Elektronen. Dieser Druck ent-
steht, weil eine Verkleinerung des Sternvolumens eine Erhéhung der Dichte der Elektronen zur
Folge hat. Die Ferrni—QEnergie und damit die mittlere Energie der Elektronen steigt aber mit der
Dichte n: Ep = @%né Ein weifler Zwerg ist ein riesiger CO-Kristall!

Weifle Zwerge strahlen ihre Energie langsam ab und kiihlen aus. Ihre Lebensdauer ist typisch
10'%Jahre.

IT) > 8M,: Hier laufen die Kernfusionen bis hinauf zum Eisen. Die Uberbleibsel solcher mas-
siven Sterne haben eine Masse, die grofler ist als die Chandrasekhar-Grenze: Mg, =~ 1,4M,.
Oberhalb dieser Grenze konnen weifle Zwerge nicht existieren, weil der Fermi-Druck der Elek-
tronen nicht ausreicht, um den Gravitationskollaps zu stoppen. Das Leben eines solchen Sterns
endet in einer Supernova-Explosion bei der gigantische Energiemengen in sehr kurzer Zeit (~
einige Sekunden!) freigesetzt werden; typisch 10*®J (~ Ruhemasse der Sonne!). Supernovae
leuchten fiir ein paar Wochen so hell wie eine ganze Galaxie. Bei der Explosion wird viel Ma-
terie in den Weltraum abgegeben. Alle Elemente auf der Erde, die schwerer sind als Helium,
stammen aus Supernova-Explosionen. Beim Kollaps des Sterns geschieht im freien Fall. Dabei
erhoht sich die Fermi-Energie der Elektronen so weit, das sie Protonen in Neutronen umwan-
deln konnen. p +et — n + v,

99% der Energie einer Supernova wird in wenigen Sekunden in Form von Neutrinos freigesetzt,
die einzigen Teilchen, die den dichten Kern des Sterns durchdringen kénnen!

Der Stern besteht jetzt im wesentlichen nur noch aus Neutronen. Sobald sich die Neutronen sehr
nahe kommen, baut sich wiederum ein Fermi-Druck auf, der den Stern stabilisieren kann. Ein
mogliches Resultat einer Supernova-Explosion ist also ein Neutronenstern mit einem typischen
Radius von 10km. Mit anderen Worten: ein gigantischer Atomkern aus Neutronen! Effekte der
allgemein Relativitdtstheorie auf einem Neutronenstern sind von der Groflenordnung 1 (z.B.
Rotverschiebung, Lichtablenkung).

Wenn die Masse des Reststerns grofler ist als etwa 2 — 3M, kann auch der Fermi-Druck der
Neutronen den Gravitationskollaps nicht mehr stoppen. Soviel wir heute wissen, gibt es keinen
Effekt, der den Gravitationsdruck kompensieren und den Stern stabilisieren konnte. Das Objekt
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wird zu einer Singularitit in der Raum-Zeit, ein schwarzes Loch.

10.2 Strukturen im Universum

Um die Anordnung von Sternen im Weltraum zu bestimmen, muss man neben der Winkelposi-
tion auch die Entfernung messen, was natiirlich viel schwieriger ist. Es gibt viele Verfahren, die
fiir unterschiedliche Entfernungen anwendbar sind und gegeneinander kalibriert werden miissen
(kosmische Leiter). Hier sind drei der wichtigsten Mehtoden beschrieben.

A) Die Entfernung sehr naher Sterne kann man durch Messung ihrer Parallaxe vor dem kosmi-
schen Hintergrund bestimmen.

Exge Dazu benutzt man die grofitmogliche Ortsdnderung,
| nimlich die Erdumlaufbahn. Der mittlere Abstand
Erde-Sonne ist 150 - 10%6m, genannt astronomische Ein-
heit (AE). Die Entfernung eines Sterns, der eine Paralla-

xe € von einer Bogensekunde hat, wird Parsec genannt.

2
=1 =—""—~48-10°
c 360 6060 = »8-10

1Parsec= 1pc = 4F = 3,1-10"%km = 3,26 Lichtjahre (Ly)

Der néchste Nachbar der Sonne ist a-Centauri in einer Entfernung von 4,3Ly = 1, 3pc. Diese
Methode funktioniert bis zu Distanzen von einigen 100pc.

B) Fiir grofiere Absténde benutzt man Sterne, deren absolute Leuchtkraft L bestimmt werden
kann (Standardkerzen). Aus der beobachteten, scheinbaren Leuchtkraft Lg bestimmt man den
Abstand d: Lg = 4757. Das bekannteste Beispiel sind die 0-Cepheiden. Das sind pulsierende
Riesensterne M ~ 6 — 10M,, L = 10> — 10°L,. Der Radius, die Oberflichentemperatur und
die Leuchtkraft dieser Sterne oszilliert mit einer Periode, die mit der Masse, und damit der

absoluten Leuchtkraft, anwéchst.

Der Zusammenhang wurde 1908 von H. Leawitt bei Sternen in der grolen Magellanschen Wolke
entdeckt. Und 1923 konnte E. Hubble damit nachweisen, das der Andromeda-Nebel auflerhalb
der Milchstrafle liegt (Entdeckung der Galaxien!).

Der Zusammenhang zwischen Leuchtkraft und Periode muss kalibriert werden Leider gibt es
keine §-Cepheiden in unserer Nachbarschaft, die trigonometrisch vermessen werden kénnten.
Man braucht deshalb viele komplizierte Zwischenschnitte.

Die Methode der §-Cepheiuden ist bis &~ 20Mpc anwendbar (Hubble Space Telescope).

C) Supernovae
Doppelsternsysteme, bei denen zwei Sterne gravitationell gebunden sind, sind recht hiufig. Es
gibt nun solche Systeme, bei denen ein weifler Zwerg Masse von seinem (nahen) Begleiter ab-

zieht. Wenn dieser weifle Zwerg dabei die Chandrasekhar-Masse erreicht, kommt es zu einer
charakteristischen Supernova, sogenannter Typ Ia.
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Da diese Supernovae genau an der Chandrasekhar-Grenze passieren, ist die freigesetzte Energie
bzw. die absolute Leuchtkraft immer gleich (innerhalb etwa +40%). Sie konnen daher als Stan-
dardkerzen dienen und zwar zu 1000Mpc (3 - 10°Ly!). Auch bei Supernova Ia muss zuniichst
die absolute Leuchtkraft kalibriert werden durch andere Distanzmessungen. Die Leuchtkraft ist
i.w. gegeben durch 3%-Zerfille in der Hiille: N7 —5 Co — Fe mit Ty = 6,1d bzw 78d.

Mit Hilfe der Entfernungsmessungen kann man sich nun ein dreidimensinales Bild des Univer-
sums machen. Sterne sind in Galaxien angeordnet. Es gibt verschiedene Typen: Spiralgalaxien,
elliptische, irregulére ...). Wir befinden uns in einer Spiralgalaxie, die wir Milchstrafie nennen.
Sie ist eine diinne Scheibe mit ca. 10kpc Radius und 3kpc Dicke. Die néchste Spiralgalaxie ist
Andromeda in einer Entfernung von 0, 7Mpc= 2 - 105Ly.

Maffei 1/2 0%

Art des Sternsystems

& Spiralnebel Galaxien bilden Gruppen; z.B. sieht die
e nihere Umgebung der Milchstrafie so aus
\ (Polardiagramm)
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Die Gruppen der Galaxien bilden Haufen, sogenannte Cluster, und Superhaufen. Auf einer Ska-
la von £20Mpc (= 60 - 10%Ly) sieht unsere Umgebung etwa so aus:

Andere Darstellungsweise:
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\ e _ FIGURE 19-11 The Great Wall of galaxies. _
I s From M. J. Geller and J. P. Huchra, “Mapping the Universe,
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Science 246, 897 (1989).

In einer Theorie der Entstehung des Universums muss auch die Bildung solcher Strukturen
erklart werden.

Dunkle Materie

Galaxien sind Systeme, die durch Gravitation gebunden sind, genau wie das Sonnensystem.
Deshalb rotieren die Sterne um das Zentrum ihrer Galaxie. Die Sonne, die etwa 10kpc vom
Zentrum der Milchstrafle entfernt ist, hat eine Bahngeschwindigkeit von 2,5 - 105%. (Zum Ver-
gleich: die Bahngeschwindigkeit der Erde um die Sonne ist 3 - 104%). Im Verlauf ihrer Existenz
(5 - 10%) hat die Sonne das Zentrum etwa 41 mal umrundet. Das Alter der Sonne ist also 41
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galaktische Jahre.

Aus der Rotationsgeschwindigkeit von der Sonne kann man die eingeschlossene Masse der Milch-
strafle Mg berechnen:

Zentifugalkraft = Gravitationskraft

mev? me Mg
r 72
2
rv
Mg =—
2

Es stellt sich heraus, das diese Masse M wesentlich grofier ist, als die Masse M, die man aus
der Leuchtkraft der Sterne abschéitzen kann.

Das gleiche gilt fiir alle anderen Galaxien. Man kann die Geschwindigkeit einzelner Sterne relativ
zur Erde v aus der Doppler-Verschiebung der Linienspektren bestimmen, z.B. des Wasserstoffs:

_)\’—)\_\/1+ﬂ_ B 15 _v
Z="5"=71=3 L=p+ 10+ p=-

A beobachtete, A emmitierte Wellenléinge

Aus der relativen Geschwindigkeit kann man nun die Rotationsgeschwindigkeit des Sterns um
das Zentrum der Galaxie und damit die eingeschlossene Masse ableiten. Man findet immer, dass
die so bestimmte Masse M einer Galaxie viel grofler ist, als die ,leuchtende® Masse My,

Mg ~ 10 — 200,
Das ist der entscheidende Hinweis, dass es dunkle Materie geben muss. Allerdings wissen wir

nicht genau, in welcher Form sie vorliegt (Braune Zwerge wie Jupiter, Neutrinomassen, neue
unbekannte Elementarteilchen).

10.3 Entwicklung des Universums

Im Jahr 1929 entdeckte E. Hubble, dass sich die Galaxien von uns entfernen (Rotverschiebung
der Spektren), und zwar um so schneller, je weiter die Galaxie entfernt ist.
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Das Hubble-Gesetz sagt, dass die Fluchtge-
schwindigkeit v proportional zur Entfernung

0.3 ; = d ist
v = HO -d
Hyd 46
) e b Hubble-Konstante
i€ km/s
Redshift Spend HO ~ 70 Mpc
. = Bootes 39 (10° m/s)
0.1
® Corona Borealis 22
B Ursa major 115
Yirgo
oo lm 1.2
0 400 800 1200
Distance (Mpc)
FIGURE 19-7 Experimental evidence for Hubble’s law.
The amount of redshift of radiation from a distant galaxy is
proportional to the distance to the galaxy.

Das Hubble-Gesetz gilt nur fiir grofle Distanzen. In Galaxiehaufen wird die Fluchtgeschwindig-
keit durch Eigenbewegung der Galaxien iiberlagert. Z.B. bewegt sich Andromeda auf uns zu.

Kosmologisches Prinzip

Das kosmologische Prinzip sagt, dass auf grossen Distanzen das Universum fiir jeden Beobach-
ter gleich aussieht. Das Universum hat kein Zentrum.

Mit anderen Worten: Wir nehmen an, dass die Erde kein irgendwie ausgezeichneter Ort im
Universum ist und dass Beobachtungen, die wir machen, wie z.B. das Hubble-Gesetz iiberall
im Universum gemacht werden. Das kénnen wir natiirlich nicht iiberpriifen!

Wir schlieflen also, dass von lokalen Stérungen abgesehen, sich zwei beliebige Punkte im Univer-
sum, z.B. zwei Galaxien, voneinander entfernen. Das Universum dehnt sich aus. Von Einstein
stammt die zweidimensionale Analogie der Oberfliche eines Ballons, der aufgeblasen wird.

Die Hubble-Konstante hat die Dimension einer inversen Zeit:

km/s 70km/s 0,7
HO =70 = ~
Mpc  105-3,1-1083km — 7w10'7s
1
Hy=——
* 7 1,5-100¢

Das ist ein Hinweis auf das Alter des Universums. Wenn wir Hj als konstant annehmen, waren
offenbar vor 15 Milliarden Jahren alle Galaxien am gleichen Ort. Seit dem Urknall (engl. Big
Bang) expandiert das Universum.

Wir wollen die zeitliche Entwicklung des Universums etwas genauer betrachten. Wir nehmen an:

e Das Universum ist homogen und isotrop (kosmologisches Prinzip). Das gilt fiir grofle
Distanzen.

e Die Gravitation ist die einzige Wechselwirkung, die auf kosmologische Distanzen wirkt.

Dann wird die zeitliche Entwicklung des Universums durch die Friedmann-Gleichung beschrie-
ben:
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4R 2 &1 c?
() = (%) =3 e hg

H(t): Hubble-Parameter, der heutige Wert ist die Hubble-Konstante H
R(t): GroBe des Universums

t): mittlere Massendichte
Gravitationskonstante

Kriimmung des Raums

o(
’)/:
k:

Der erste Term 8{79 ist leicht versténdlich. Er beschreibt die Verlangsamung der Expansion
H(t) = %‘% durch die Gravitation, die von der Massendichte ¢ abhéngt. Das ist vollig analog
zur Abbremsung eines Steins, der im Schwerefeld der Erde nach oben geworfen wird.

Der zweite Term k}‘;—i ist nur mit Hilfe der allgemeinen Relativitétstheorie ableitbar. Der Para-
meter k beschreibt die Kriimmung des Raums und er kann drei Werte annehmen: £ = 0, —1, +1.
Fiir £ = 0 fallt dieser Term weg und wir haben ein flaches Universum, in dem die Euklidische
Geometrie gilt, d.h. der uns allen geldufige Fall.

Die Félle K = —1 und k = +1 beschreiben ein offenes bzw. geschlossenes Universum, in dem
die euklidische Geometrie nicht gilt!

Wir fiihren jetzt die kritische Dichte o, und den Dichteparameter €2 ein und schreiben die
Friedmann-Gleichung um:

3H? 0 c?

C:—,Q:— = HZQ—l :k_

* 8m Oc ( )=k

Offenbar wird die Geometrie des Universums, d.h. von k, durch den Dichteparameter €2 be-
stimmt.

Q<1 = k=-1 offenes Universum
Q=1 = k=0 flaches, euklidisches Universum
Q2>1 = k=+1 geschlossenes Universum
Die zeitliche Entwicklung des Universums fiir die drei Falle sieht so aus:

< 2 < 1: das Universum expandiert fiir alle Zeiten
2 > 1: es erreicht einen Umkehrpunkt, ab dem es
beginnt zu kollabieren

R(t)

Q>1

Urknall t

Der heutige Wert der kritischen Dichte betrigt

kg SV 4m
~ 7102159 _ e AN
0e~ 710 m3_4TiL3_m3

Aus Abschétzungen der gesamten, leuchtenden Materie erhélt man fiir den Massenparameter
Q= ‘;—’; ~ 0,01. Das wiirde bedeuten, dass wir in einem offenen Universum leben. Wir wissen
aber aus der Dynamik der Galaxien und Galaxienhaufen, dass es viel mehr nichtleuchtende,
dunkle Materie gibt. Der Wert €2 = 1, der von vielen Physikern bevorzugt wird, kann deshalb
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nicht ausgeschlossen werden. Daher kénnen wir heute nicht endgiiltig entscheiden, in welchem
der drei moglichen Universen wir leben.

Fiir das Alter gilt

|~

Q<1 H(t)y=Hy=const 7= z.B. nur leuchtende Materie

Q=1 H(t) T =

=

L
Hy

wiN

Bemerkungen: Wir haben die Friedmann-Gleichung ohne kosmolgische Konstante diskutiert.
Sie wurde von Einstein eingefiihrt, um ein statisches Universum zu behalten und nach Hubbles
Entdeckung wieder zuriickgenommen. Heute diskutiert man sie wieder als eine Art Druck, der
der Gravitation entgegenwirkt. Sehr neue experimentelle Beobachtungen scheinen darauf hin-
zudeuten, dass es tatséchlich eine kosmolgische Konstante gibt.

10.4 Die Geschichte des Universums von ¢t = 0 bis heute

Wir konnen die Geschichte nicht wirklich bei ¢ = 0 beginnen. Das Universum war zu diesem
Zeitpunkt ein Punkt mit unendlich hoher Energiedichte und Temperatur. Im Verlauf der Ex-
pansion nimmt diese Energiedicht ab und das Universum kiihlt ab. Wichtige Stationen in der
Entwicklung (aus dem Buch von Rohlf):

Geschichte des Universums

Zeit (1/H) Grofle (k=0) T Energie/  Energiedichte Physik
Teilchen
1025 10%m 107K 10°Gev  10'%GevV/m®  Planck
107385 107%m 10K 10%GeV  10M'GeV/m? Vereinigung der
Wechselwirkungen
10725 107%m 10K 1TeV 10%GeV /m? Electroweak unification
10755 103m 108K 1GeV 10*7GeV/m3 Bildung von Hadronen
1s 108m 10K 2MeV 1037GeV /m3 Neutronen , erstarren®,
et verschwinden
10%s 10Mm 10°K 100keV 1031 GeV/m? Bildung von Atomkernen
10135 10%%2m 3-103K 0,3eV 10°GeV /m? Atome, Galaxien und
Sterne entstehen
5-10'7s 10% 3K 2-107%V 4-107"'GeV/m?® heute

e 10~%s: Das ist der friihstmdgliche Zeitpunkt, zu dem wir eine vage Aussage machen
kénnen. Die Temperatur ist 102K, das entspricht einer mittleren Energie der Teilchen
von E ~ kT = 10GeV. In diesem Stadium spielt die Gravitation zwischen den Teilchen
eine Rolle, die wir aber nicht quantenmechanisch beschreiben kénnen.

e 10~%s: In diesem Energiebereich vermuten wir, das die drei bekannten Wechselwirkungen
elektromagnetisch, schwach und stark durch eine gemeinsame beschrieben werden.

e 107!%s: Von jetzt an befinden wir uns auf sicherem Boden. Die Temperatur ist 7' = 106K
was einer Energie von E = kT = 1000GeV entspricht. Das sind Bedingungen, wie wir sie
an Beschleunigern studieren konnen. Wir kennen alle Teilchen und ihre Wechselwirkun-
gen. Materie und Antimaterie wird erzeugt und vernichtet (thermisches Gleichgewicht)
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z.B. eTe < vy, v <> Z, q7 <> gg etc.

Ein sehr wichtiger Punkt ist, dass wir annehmen, dass es zu diesem Zeitpunkt noch genau
soviel Materie wie Antimaterie gab. Heute besteht das Universum aber ausschliefilich aus
Materie. Es gibt zwei Erklarungen:

a) Es gab damals bereits einen winzig kleinen Uberschuss an Materie

Fermion — NAntifermion ~ 10_10

NFermion
b) Fermionen und Antifermionen haben leicht unterschiedliche Wechselwirkungen. Um

das aber theoretisch zu erkldren benotigt man mindestens drei Generationen der Fermio-
nen. Das ist z.Z. die einzige, plausible Erkldrung, die wir fiir die Existenz der drei Kopien
der Fermionen haben.

t =1075s: kT = 1GeV Von jetzt an konnen freie Quarks nicht mehr existieren. Die Quarks
und Antiquarks haben annihiliert und es verbleibt ein kleiner Uberschuss an Quarks. Diese
Quarks sind in Nukleonen gebunden. Es gibt gleich viel Neutronen wie Protonen.

t = 1s: Die Temperatur ist auf k7 = 2MeV gefallen. Von nun an spielt der Massenunter-
schied zwischen Neutron und Proton eine Rolle. Die Reaktion et +n — 7, + p hat eine
groflere Wahrscheinlichkeit (Wirkungsquerschnitt) als e~ 4+ p — v, + n. Freie Neutronen

sind aber instabil, sie zerfallen mit T1 = 616s ~ 10min in Protonen. Die Zahl der Neu-
tronen wird sinken, bis es zur Blldung von Atomkernen kommen kann.

Auch das Gleichgewicht eTe™ < v verlagert sich zu den Photonen. Es bleibt wiederum

ein kleiner Uberschuss an Elektronen. Die Photonen bilden die kosmische Hintergrundstrahlung,
die noch heute nachweisbar ist.

t = 10%s: Die Temperatur betriigt kT = 100keV. Die Energie der Protonen und Neutro-
nen ist jetzt soweit gefallen, dass es zur Bildung von Atomkernen kommen kann. Viele
Neutronen sind aber inzwischen zerfallen, so dass die Zahl der Protonen etwa dreimal
hoher ist.

Ein fiir unsere Existenz sehr entscheidender Punkt ist, dass es keine stabilen Kerne mit
A =5 oder A = 8 gibt. Das ist der Grund dafiir, dass die Kernsynthese nur zur Bildung
von 3He fiihrt. Auch Deuterium und 3He werden meistens in §He umgewandelt. Das
Universum besteht nach der Kernsynthese aus 74%H und 26%He, andere Kerne wie % Li
kommen nur in Spuren vor. Alle schweren Elemente sind nicht im Urknall, sondern viel
spéter in den Sternen entstanden!

t = 10"s: ~ 10%a. Die Temperatur ist k7" = 0, 3eV. Jetzt erst kann es zur Bildung von Ato-
men kommen. Das Universum wird auch fiir die kosmische Hintergrundstrahlung durch-
sichtig. An Stellen mit erhohter Dichte beginnt die Formation von Sternen und Galaxien.
Die ersten Sterne beginnen nach ~ 10%a zu leuchten.

heute: Die Temperatur betrigt 7' = 2, 7K. Das Universum ist immer noch erfiillt von
der kosmischen Hintergrundstahlung. Das ist die Strahlung eines perfekten schwarzen
Korpers, der inzwischen auf 2, 7K abgekiihlt ist. Die Strahlung ist bei der Vernichtung
von Materie und Antimaterie entstanden. Die Zahl der Photonen ist etwa 10'° mal hoher
als die Zahl der Protonen im heutigen Universum, sie ist also ein Maf fiir die Materie-
Antimaterie Asymmetrie.

Ein sehr interessantes, aktuelles Forschungsgebiet ist die genaue Analyse der Hintergrund-
strahlung. In ihr miissen sich die Dichtfluktuation im frithen Universum wiederfinden, die

124



letztendlich zur Ausbildung der Strukturen (Sterne, Galaxien, Haufen) gefiihrt haben. In
einem perfekt homogenen Universum wire es niemals zur Ausbildung von Sternen ge-
kommen.

1.2 T T T
10 -
0.8 Blackbody, T=2.74 K
drR
dA 0.6
(10-8 W/m?
per mm)

0.4

0.2

A (mm)
FIGURE 19-13 Results from the Cosmic Background
Explorer (COBE) satellite.
After J.C. Mather et al., Astro Jour. 354, L37 (1990).
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