tionsspannung U;. Damit geht 5.36 in unserem Fall iiber in

die integrale Form des
FArRADAYschen Induktionsgesetzes:

- 3 . 5.37
f dar=- [[Fad (>:37)
ot

Dies ist eine der vier MAXWELL-Gleichungen (vgl. Kapitel 7).

Wichtig!

Bisher waren wir davon ausgegangen, dass elektrische Felder konservative Kraftfelder sind,
d.h. dass Wegintegrale des E-Feldes entlang geschlossener Wege stets verschwinden. Dann
diirfte aber nach (5.37) nie eine Spannung induziert werden. Elektrische Felder sind nur
konservative Kraftfelder, solange sie von elektrischen Ladungen erzeugt werden. Elektri-
sche Felder die durch magnetische Induktion induziert werden, sind keine konservativen
Kraftfelder.

5.3 Differenzielle Schreibweise

Zu jeder der vier MAXWELL-Gleichungen (siehe Kapitel 7) gibt es eine ,integrale” oder
ymakroskopische Form sowie eine ,differenzielle* oder ,mikroskopische” Form (z.B. 4.3 auf
Seite 149). Im letzten Abschnitt hatten wir bereits die integrale Form des FARADAYschen
Induktionsgesetzes hergeleitet. Um die differenzielle Schreibweise aufschreiben zu kénnen,
miissen wir zunichst einige mathematische Voraussetzungen schaffen.
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5.3.1 Die Rotation

Ein neuer Begriff aus der Differenzialgeometrie ist der Differenzialoperator der Rotation.

Er kann auf ein Vektorfeld (z.B. auf das E—Feld) angewendet werden.

Die Rotation eines Vektorfeldes E = (Ey, Ey, E,)T, dargestellt in
kartesischen Koordinaten, ist definiert durch

& & ¢, o8 _BaEy (5.38)
2
2 = _| o o6 o |_| o8, op
rtE=VxE=| £ &2 2 /= a%w_aawz
1D
E, E, E, S — %L

Anschaulich bedeutet rot E — SWirbel von E“. Ein anschauliches Vektorfeld, an dem wir

uns die Rotation verdeutlichen wollen, ist das Stromungsfeld ¢ einer strémenden

Fliis-

sigkeit. Ein Styropor-Kiigelchen, das auf einem Fluss mit der Stromung mitschwimmt,

beginnt zu rotieren, falls die einzelnen Fliissigkeitsschichten mit unterschiedliche

r Ge-

schwindigkeit aneinander vorbei gleiten. Der Drehsinn des Styropor-Kiigelchens lisst sich

aus rot ¥ mit der Rechten-Hand-Regel ablesen.

Rechte-Hand-Regel:
Zeigt der rechte Daumen in die Richtung
von rot U, so geben die gekriimmten Finger
den Drehsinn der Rotation an.

(5.39)

Die Liange des Vektors rot ¥ gibt die Stéirke der Drehung an. In Abb. 5.5 ist ein einfaches

Stromungsfeld ¥(z,y, 2) = ko - (yo — y)€, mit rot ¥ abgebildet.
Beispiel 5.1

Die Rotation wird der Anschaulichkeit halber am Beispiel einer strémenden
Fliissigkeit mit dem Stréomungsfeld @(z, y, 2) = ko (yo — y)€&; verdeutlicht. Fiir
U(z,y,2) = ko - (yo — y)€&; lasst sich die Rotation rot ¢ ausrechnen:

Vg ko - (Yo — y)
T=\| v | = 0 (5.40)
v, 0
=rotv=| P2 | = 0 (5.41)
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Abbildung 5.5: Ein mit der Strémung mit schwimmendes Styropor-Kiigelchen beginnt
um eine Achse zu rotieren, die die Richtung von rot ¢ hat. Fiir den Drehsinn gilt die
Rechte-Hand-Regel (Siehe 5.39) In diesem Beispiel (Bsp. 5.3.1) ist rot 7 = k.

Wie wir sehen, ist die Rotation im gesamten Vektorfeld konstant. Uberall

wiirde sich das Styroporkiigelchen gleich schnell gegen den Uhrzeigersinn dre-
hen.

Ferner kann man sich die Rotation in folgendem Kriterium zunutze machen:

Konservative Kraftfelder sind wirbelfrei, d.h. fiir

alle konservativen Kraftfelder £ gilt (ohne Beweis) (5.42)

rotE =0.

Die fiir uns wichtigste Bedeutung gewinnt die Rotation dagegen im Satz von STOKES.

5.3.2 Satz von STOKES

Fiir die Rotation rot £ eines Vektorfeldes E gilt (unter gewissen Voraussetzungen wie
Stetigkeit) der

Satz von STOKES: oder
STOKESscher Integralsatz
Ist 0A der Rand einer Fliche A, gilt

7{ Fdr = / / (vot B)dA.
JA A
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Wichtig ist hierbei, dass der Umlaufsinn des Weges A mit dem Vektor dA durch die
Rechte-Hand-Regel in Zusammenhang steht. Mit dem Satz von STOKES geht die integrale
Form des FARADAYschen Induktionsgesetzes (5.37) iiber in die

differenzielle Form des FARADAYschen

Induktionsgesetzes:
. (5.44)
- 0B
tE=——
ro T

In Worten:
,Die Wirbel des E-Feldes werden durch Anderungen von B erzeugt.“ Beweis: Nach der
integralen Form des FARADAYschen Induktionsgesetzes gilt:

o 0B -
§ar—— [[ %as 9
A

8A

Dieser Ausdruck geht mit dem STOKESschen Integralsatz iiber in

o / / (ot B)dA = — / / %fdg (5.46)

Da (5.46) fiir beliebige Fldchen A gelten muss, miissen die Integranden gleich sein. Dies
liefert uns die differenzielle Form des FARADAYschen Induktionsgesetzes (5.44).

0B

92 S0
5"

D
| 1|

Abbildung 5.6: Die zeitliche Anderung %—? > 0 des Magnetfeldes induziert Wirbel des

elektrischen Feldes. Bei diesem Umlaufsinn der E-Feld-Wirbel muss die zeitliche Anderung
des Magnetfeldes positiv sein.
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